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1.- Sea p una medida finita y positiva sobre la circun-
ferencia unidad T , yu = uc+us = wd6+uS su descomposicién

de Lebesgue y designemos por Hp(u) , la clausura en Lp(u)

. . P io n ik6
de los polinomios analiticos P(e'’) = > a,e
)
La primera cuestién que surge es si la inclusién de

HP(u) en Lp(u) es estricta. Este problema para p = 2 fue
histéricamente planteado y resuelto por Szegd ([20],[21]) en el
caso de una medida absolutamente continua respecto a la de Le-

besgue, extendido por Kolmogorov [12] , Krein [14] , y otros
[19]

El grupo de investigaci6én que dirige el Prof. Vigil ha
prestado especial interés a esta cuestidén; asf, en [1] , se
obtienen caracterizaciones geométrico-funcionales, en [3] y
[15] se aborda este estudio en lemniscatas y curvas equipoten
ciales racionales y en [6] , 1 < p <« , se obtienen entre
otras, las siguientes condiciones equivalentes:

i) logwelLl(T) ; i) K A0

iii) 1lime_ > 0
n-oo
donde 1—Kp es el vector de mejor aproximacién de la funcién
1 en el subespacio eler(u) y e, son los excesos de la
matriz de momentos de Toeplitz tratados en [22]

Una extensién actual de este estudio, corresponde al caso
de curvas rectificables de Jordan con un peso w definido so-
bre ella. En concreto, si la curva es arco-cuerda (existe una
constante C tal que VM1,M2 €T 5 ﬁ:ﬁz = C M1M2 )} , puede
verse [7] que una condicidén suficiente para que
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Hp(F,w)CL Lp(F,w) estrictamente es que log w € Lq(F,ds)
para algln q > 1 . Una cuestién de interés, es determinar el
mejor q que verifica dicha condicién (parece natural que es
té relacionado con la constante arco-cuerda), asi como exten-
der el planteamiento a dominios mds generales (dominios de
Smirnov).

2.- Por otra parte, Hp(u) puede ser considerado como
un subespacio invariante en Lp(u) por el operador desplaza-
miento S , que se define por S(f)(eie) = eief(eie) . Como
en la teoria cldsica, un subespacio M de Lp(u) se llama
invariante si S(M)c M , doblemente invariante si S(M) = M
y simplemente invariante si es invariante pero no doblemente
invariante (S(M) C M estrictamente). El problema de determi
nar los subespacios invariantes fue resuelto por Beurling
(2] para la medida de Lebesgue:

i) M es doblemente invariante en LZ(T) si y s6lo si

M = XELZ(T) para algln conjunto de Borel E

.. . . . ¥ : . .

ii) M es simplemente invariante en L"(T) si y s6lo si
M = uH’ , donde u es interna y estd determinada salvo facto
res constantes de médulo uno.

Estos resultados se extienden en [6] para 1 < p < =
y u arbitraria:

i') M= ey equivale a que M = xp Lp(u)

ii') elemg M siy sélosi M= qHP(T) @ xg LP(u))

donde Hp(T) es el espacio de Hardy cldsico, E es un sub-
conjunto medible del soporte de Mg Y q € LE(U) verifica
|q|Pw = 1 a.e. E1 conjunto E es fGnico excepto para conjun-
tos us—nulos y q estd determinada por el subespacio salvo

factores constantes de médulo uno.

Este resultado permite una descripcién de las funciones

de Hp(u) , 0 <p <o, que viene dada por :
HP (w) = K HP(T) @ LP(u)

que generaliza el teorema de Szeg8 clasico []0] donde

1-Kp es un vector de mejor aproximacién de la funcién 1 en
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el subespacio eler(u) » ¥y tal que si p 2 1t dicho vector
es Gnico. El p-nficleo Kp estd caracterizado por las tres

condiciones:
i) 1—Kp € eler(u)
ii) |Kp|pdu = cd8 siendo c = exp .Slog W
iii) 1/k_ e HP(D)
p 1/p . "
exp[=-(log ¥) |
P c’

y cuya expresidén explicita es: Kp = (%)
0 < p <=, donde ~ denota la funcién conjugada.

En el contexto sefialado al comienzo de curvas arco-cuer
da, se tiene una descomposicidén similar Hp(F,w) =
= K Hp(F,ds) donde K es obtenido también como vector de
mejor aproximacién [7] .

Una descripcién de los subespacios simplemente invarian-
tes en Lp(u) y Hp(u) para 0 < p < ® gse encuentra en
[9] para el caso de una medida absolutamente continua. Los
subespacios simplemente invariantes de Lp(u) , (respectiva-
mente de Hp(u)) son de la forma M = qu(u) donde
u € Lp(u) y Jul =1 a.e. (respectivamente, u es interna).
En esta situacidn se obtienen, como casos particulares, los
resultados de Beurling y Srinivasan-Wang ([13] , pdg.110) so-

bre aritmética de funciones internas.

3.- En otro sentido, Hp(uJ 1 <p < e puede ser estudia
do desde una perspectiva de relacidén con el espacio de Hardy
clasico Hp(T) , comprobando c6mo se transforman o conservan
algunos resultados de éste (bases, dual, factorizaciones, coe-
ficientes de Fourier, etc.) y en qué manera dependen de 1a me-
dida u . En esta linea, en [18] se obtienen algunos resul-
tados para un peso W en la clase A, Yy en [8] , el estu-
dio es ampliado para el caso de una medida con condicidn mis

débil para el peso (log w € L1) . Se tiene:
. 1
1) H'( =Pl

q’ Pr> 0) con
factorizacién exacta.

+

1.1
rop

ii) {erine}: es base de Schauder para HP(y) (du=wde)
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1
i1i) E1 dual de Hp(u) es isomorfo a HP (wy

1 1 . : -
— + — =1 , por medio de la correspondencia que envia cada

P P
funcién g € Hp'(u) al funcional %;(f) = J,fgapdu donde

1 1. ~
ap(e) exp [ﬁa - 57)1(10g g) (ej] n.-a.e.

6 1 -a.e.
ap( ) u e

iv) Una funcién f € Lp(u) estd en Hp(u) si y sélo
si . . (f)= 0 para todo n < 0 (du = wde)
%21ne

4.- Los subespacios cerrados de P () simple y doble-
mente invariantes por el operador desplazamiento S , pueden
ser tratados en un contexto mis general, el de subespacios
cerrados de Lp(X,u), con (X,u4,u) un espacio de medida
o-finito, invariantes por multiplicacidén por una familia H
de funciones medibles esencialmente acotadas; familia autocon
jugada en el caso de subespacios doblemente invariantes y no
autoconjugada en el caso de simplemente invariantes. La des-
cripcidn respectiva que se obtiene en [J7] depende esencial
mente de la minima o-dlgebra engendrada por H , designada

por o (H)

Si o(H) es una subo-dlgebra o-finita de U4 y M es
un subespacio cerrado de Lp(u) , 1 £p < ®, se tiene: M

es doblemente invariante si y sélo si existe una familia

p' LI B
(gi)ieI e LY (u) P + P 1, tal que
= p . -
M (ﬂ\ {f ¢ LV () ; Eo(H)(fgi) 0 a.e.l
iel
donde Eo(H) denota el operador esperanza condicional respec

to de o(H) . Si p = , el resultado es vdlido, consideran
do en L”(n) 1la topologia *-débil y M un subespacio *-dé

bilmente cerrado.

Casos extremos, segiin la o-3algebra o(H) , importantes

a destacar son:

a) Si o(H) = Uq (o equivalente, es decir, o(H) vy
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tienen la misma u-compleccidén) entonces:

M es doblemente invariante si y sélo si
LP ()

Xsop M

siendo sop M el mayor conjunto medible fuera del cual se

anulan todas las funciones de M

Este resultado engloba los ya citados con anterioridad

referentes a subespacios doblemente invariantes.

b) Si o(H) es la o-dlgebra trivial y p es una medi
da finita, se obtiene una forma del teorema de Hahn-Banach:
"Todo subespacio cerrado viene caracterizado como intersec-
cién de todos los hiperplanos cerrados que lo contienen'.

Para p = 2 , el operador multiplicacién por eZﬂlnt

€s una representacidn concreta del operador desplazamiento

de multiplicidad n . Puede obtenerse: M es un subespacio

cerrado de Lz([0,1)) invariante por {e2ﬂlnt,e_2ﬂlnt} si vy
s6lo si
n . B
M= {f e LZ; > f(t+1il)hk(t+ lﬁl) =0 a.e. t}
j=1

N

donde h, , 1 € k n , son funciones fijadas de Lz([h,1)).

k
En el caso del operador desplazamiento de mul tiplicidad
numerable, los subespacios doblemente invariantes pueden des

cribirse de forma andloga.

Otras caracterizaciones de estos subespacios pueden ver
se en [16] .

El estudio anterior se puede extender a espaclios de Ba-
nach de funciones, mds generales que Lp(u), cuya norma de-
pende exclusivamente de la funcién de distribucidn {(espacios
invariantes por reordenamiento) entre los cuales podemos ci-
tar espacios de Orlicz, espacios de Lorentz L , espacios

P ) pP,q
L con norma mixta, etc.

5.- La descripcidn de los subespacios cerrados de
Lp(u) , simplemente invariantes, designando asf a los inva-

—

riantes por multiplicacién por H<L™(q) y no por H , plan
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teado en toda la generalidad permanece abierto y ya la carac
terizacién dada por Beurling en el caso cldsico, da idea de

la complejidad de su solucidn.

Si (X’UA’H) es un espacio de medida finita y la fami -
lia H consta de una Gnica funcién que médulo constante, se
obtiene en [17] wuna descripcidén de los subespacios cerra-
dos simplemente invariantes de Lp(u) , 1 <p <~ , andloga
a la del caso de subespacios doblemente invariantes. La exis
tencia de dichos subespacios puede ser dada en términos ex-

clusivos de ? y u . Son equivalentes:

i) Existe un subespacio cerrado M de Lp(u) tal que
LPM ?-M .

‘ii) Existe una medida de probabilidad v en </4 tal
que Vv es absolutamente continua Trespecto de u (v << u) vy
la medida imagen por ? de v es la medida de Lebesgue en
T ('@(v) = m) . Ademds v es Gnica en 0(\().

Denotando por W, el peso de la parte absolutamente
continua de la medida \F(u) respecto de la medida de Lebes
gue y por Hp(u) , la clausura en Lp(u) de los polinomios

en \F , son equivalentes:
1) HP) # LP(X,0(p),0)
ii) logw, e L'(T)

iii) 1 ¢ span {\fk;k > 1} b
LY (w)
Estas condiciones son suficientes pero no necesarias pa

ra la existencia de subespacios simplemente invariantes.

Si 0(\f) =u4 (o bien o(\f) y bA son equivalentes)
y M es un subespacio cerrado simplemente invariante de
Lp(u) se obtiene, cuando 1log w, € L'(T) ([17]) , una for-
ma explicita de M en la que aparecen unos espacios ''andlo-

gos" a los espacios de Hardy. En concreto:

M ?‘M s; y s6lo si existe A e(A y q € Lp(uc)
con |q|f(w o\f) =1 a.e.
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tal que
M = qHP(v) @ x,LP(u)

siendo la funcién q Gnica salvo constantes de médulo uno y

HP(v) = span {Y>k;k = O}Lp( ) comprobando que coincide con
v

el anulador de {\{k;k > 1}

Por simple aplicacidn de la caracterizacién anterior ob

tenemos la siguiente versidn abstracta del teorema de Szegd
HP () = X .HP () @ LP(u)

donde 1-K es el vector de mejor aproximacidén de 1 en el
subespacio %7Hp(u) , que permite describir los subespacios
cerrados simplemente invariantes en términos exclusivos de
la medida p

Este estudio puede prolongarse en el sentido de exten-
der los resultados anteriores al caso en que la funcién \F
no tenga médulo constante, o bien, | ?| = cte y la o-dlge
bra engendrada por \F no sea la total. Entre las aplicacio
nes de este Gltimo problema estd la caracterizacién de los
subespacios simplemente invariantes en el caso de curvas
|A(z)| = cte, citadas al comienzo, donde A es una funcién

racional.

6.- Es conocido, que existe un isomorfismo entre la
clausura de los polinomios analiticos en Lp(T) y el espa-
cio de Hardy cldsico HP(T).Misen general, en el caso de
curvas rectificables de Jordan: Si @ es un dominio de Jor
dan con frontera rectificable T , LP la transformacién
conforme del disco en Q 7y con Hp(Q) se denota el espacio
de las funciones analiticas en § tales que
sup |£|Pds < » donde I. es la imagen por '\ de
r<i Fr
|z| = r , entonces Hp(Q) coincide con la clausura en
Lp(F) de los polinomios analiticos si y s6lo si £ es un
dominio de Smirnov (' es una funcién externa), [4]

En particular dicha correspondencia existe si T es arco-

cuerda.
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Parece natural tratar de extender este resultado al ca-
so en que sobre la curva se dé un peso w definiendo
Hp(Q,wds) de manera aniloga a la anterior, tomando ahora la
medida wds . Kenig , en [11] , ha resuelto satisfactoria-
mente este problema en el caso de ser £ un dominio de
Lipschitz, probando que si w e A existe una corresponden-
cia entre Hp(Q;wds) y Hp(F,wds) con equivalencia de nor-
mas. Si la curva I' es arco-cuerda, con condiciones mds débi
les para el peso (por ejemplo, log w € Lq(F,ds) con
q > 1) puede obtenerse una inclusidén continua de

Hp(Q, wds) en Hp(P,wds), que es isomorfismo si w estd en
A, [7] .

Permanece abierto el estudio de encontrar condiciones
mis generales para el peso que conserven dicho isomorfismo,

asi como el desarrollo de una teoria andloga a la del disco.
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