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SUBESPACIOS INVARIANTES EN (£ (u)

Sommaire.- Dans cet article on décrit les sousespaces fermés de

(X &A,1), 1 £ p < + o invariants par multiplication selon une famille H
de fonctions mesurables essentiellement bornées. On obtient cette représen-
tation comme une intersection de certains sousespaces qui sont construils &
travers 1'espérance conditionnelle relative & la plus petite o-algébre pour
laquelle les fonctions de H sont mesurables.

En lo sucesivo (X, £,u) serd un espacio de medida o-finito y representa-
remos por Lp(u) el espacio Lp(X,JB,u), pudiendo tomar las funciones de
Lp(u) valores reales o complejos. Llamaremos H a un subconjunto de Lm(u)
que supondremos autoconjugado en el caso de que se consideren funciones con
valores complejos. Por o(H) entenderemos la minima subo-ilgebra de:@ que
hace medibles las funciones de H. Si S es un subespacio de Lp(u), diremos
que es H-invariante si es invariante por multiplicacién por las funciones
de H. Por dltimo si & es una g-dlgebra contenida en & y el espacio
(X,fr,u) es g-finito ?F:LI(X,J%,U) —_> Ll(X,Jr,u) denotard el operador es-
pPeranza condicional respecto de 5.

TEOREMA 1. Sea S un subespacio propio de Lp(u), 1 £€p<+o y
HC Lm(u) tal que el espacio de medida (X,fr,u) sea O-finito con & =o0(H),
entonces:

S es cerrado y H-invariante si y s6lo si S es interseccidn de subespa-

]
cios Sg de la forma Sg = {f e Lp(u) | Ey,(fg) = 0} con g e 1P (1), siendo
p' el conjugado de p 3 + l—-= 1.
P p'
Con anterioridad a su demostracidn veamos c8mo dos casps particulares

(casos extremos en cierto modo, del teorema) son resultados ya conocidos:

a) Si H = {1}, entonces F oes1a 0-8lgebra trivial., Si u(X) = 1, enton-
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ces E§,(f) = J fdy , por lo que tenemos
X

COROLARIO 1. Un subespacio propio S de Lp(u) con HX) < +» y
1 £ p < +o es cerrado si y sblo si es interseccidn de subespacios Ker g

1] 1
siendo Ker g = 1f e P l fg = 0} con g e P .
X

(Este resultado es una consecuencia inmediata del teorema de Hahn-

Banach).

b) si jﬁ =6% , el operador esperanza condicional es el operador identi-

dad y se obtiene

COROLARIO 2. Un subespacio propio S de Lp(u) (1 £ p < +») es cerrado y
H-invariante con o(H) = & si y sblo si existe un subconjunto medible E de

X, fnico salvo conjuntos p-nulos tal que S = Sp = XELp(u).
(Para este resultado puede verse 2h.

Demostracidn.- Sea S un subespacio cerrado y H-invariante. Existen
g; e Lp'(u), i e I tales que

s = /M Sgi={feLp(u)|fgi=Oa.e. ¥ie I} .

iel

Por argumentos de teoria de la medida que pueden verse en [}] pag. 481,
existe un conjunto E maximal (salvo conjuntos u-nulos), tal que 8 Xg = 0
a.e. ¥i e I. En consecuencia Xy € S para todo subconjunto medible A de E,
tal que w(A) < +* , luego SE € 5, Ademds por su E maximal, si f e §,

{x | £f(x) # 0} € E a.e., luego S < SE . El reciproco es inmediato.

DEMOSTRACION DEL TEOREMA.
]
Es claro que cada subespacio Sg con g € P (1) es cerrado y H-invarian-

te, luego S es un subespacio cerrado y H-invariante.

El paso fundamental para probar la otra implicacidn estd basado en el
siguiente lema, que puede verse en [2] (aunque no aparezca explicitamente

enunciado).

LEMA. Si S es un subespacio no nulo de Lp(u), (0 < p < +»), H-invarianm—

— 0 ]
te, entonces S es L (ﬁ)-invarlante.

1 &
Dada f e S se tiene que J fgdy = 0 para toda g e S, siendo 5 el
1
anulador de S en P ). Ahora% si S es un subespacio H-invariante tambiém
i
lo es S y por el lema, serd LW(F)—invariante, luego si
1

fgdu =0 ¥ge S tenemos que fgdy = 0 ¥WF e &
X F

e

S ey
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1
de lo que se deduce que S & Sg para toda g e S .

Ahora blen, si fe //\L Sg, como X e}ﬁ se tiene que fgdy = 0 para

toda g e s, y como S geg cerrado por hipStesis, entonces & f e S.

NOTAS:
1°) El enunciado del teorema puede ampliarse al caso p = +» sin mids que

substituir subespacio cerrado por subespacio x-débilmente cerrado.

2°) En general no hace falta tomar todas las funciones g pertenecientes
! in® ~-inf N
em, e } vy X,J6,u) =(T,13(T),m), basta to-

mar n funciones. Fn este caso se obtiene una descripcidn distinta, pero

a § . Por ejenplo si H =

equivalente, a la dada en [1] de los subespacios doblemente invariantes
por el operador desplazamiento ('"shift") de multiplicidad n.

Un caso importante que no queda recogido en el teorema es, por ejemplo,
aquél en el que la o-3lgebra ¥ sea la de los borelianos periddicos en R.
Damos a continuacién un resultado relativo.a este caso, en el que se uti-
liza como buen sustituto de la esperanza condicional la periodizada de una

funcién. Recordemos que por la férmula de Poisson, para toda funcidn

N
he L (R), la expresidn h(x) = Z h(x+n) define una func1on l-periédica
2
en R que pertenece a L (T) y cuyazserle de Fourier es z h( de T n’
neZz
ver [3].

TEOREMA 2. Sea }7 la o-algebra de los borelianos l-periddicos en R.
Un subespacio propio S de Lp(R) (1 € p < 4») es cerrado y H-invariante
con o(H) =& (por ejemplo, H = {ezwlx, e-ZHlx}) si y sblo si S es inter-

n, ]
seccidn de subespacios Sg, con g e P (1), siendo
Yo = {felPq) ()" =0 a.e.}

Demostracidmn.
L n
==> ) Veamos que para cada f e Sy ge S, (fg) = 0 a.e. Para ello, sea
A un boreliano de R contenido en [O,l)

J (fg)m(x)dx = z J f(x+n)g (x+n)dx =
A neZ A

r
. nzz J . f(x)g(x)dx = J ) f(x)g(x)¥ 2 (A+n)(x)dx'

Ahora, dado que S es Lm(ﬁ') —invariante, segin el lema, y \/ (Atn) e ¥
se tiene que (fg) (x)dx =0 VAe [0,1) NB R, neg

luego S € Sg paré toda g e S

Veamos el contenido contrario, con lo que quedard concluida esta parte.



440

1
Sea f e () Sg entonces (fg)m =0 a.e. para toda ge S5 y
geSt 1
J f(x)g(x)dx = (fg)w(x)dx por lo que
R

(o}

f Lx
J f(x)g(x)dx = 0 ¥g e S y como S es un subespacio cerrado, f e S.
R

]
<== ) Es claro que é§ con g e P (1) es un subespacio cerrado y H-

invariante. En consecuencia el subespacio S serd cerrado y H-invariante.
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