VALORES FRONTERA DE Hp EN DOMINIOS PLANOS CON PESOS
J.J. Guadalupe y M.L. Rezola

Sea Y una medida finita no negativa sobre la circunferencia unidad
T, absolutamente continua_respecto de la medida de Lebesgue d0, i.e.,
dy = wdb. Denotamos por Hp(D,u) el espacio de %as funciones holomorfas
en el disco unidad D., tales que sup, j|f(re 9)|Pw(e)de < ®© y por
HP(T,u) la clausura de los polinomgog analiticos en LY (T,u). Si 1l<p<eo y
logwel se obtiene: a) Hp(D,U) es un espacio de Banach, b) toda fun-
cidn_de HP(D,u) converge no tangencialmente en la frontera a una funcidn
de HP(T,U) , ¢) existe una inclusidén continua HP(D,U)C—e»K .HP(D) donde
H" (D) es el espacio de Hardy clasico y 1/K_ es la {nica fuRcibdn externa
tal que |Kp| w=1a.e. 3

Se obtienen resultados similares a los anteriores si, en lugar del
disco unidad, se consideran ciertos dominios de Jordan.

Clasificacidn A.M.S.(1980) 30D55, 42A50.

Introduccidn

Sea | una medida finita no negativa sobre la circunferencia unidad
T, absolutamente continua respecto de la medida de Lebesgue normalizada
do , i.e., du =wdb vy Lp(T,u) , 0 <p <o el conjunto de las funcio-
nes complejas p-medibles sobre T tales que T ]f|pdu < e , Denotamos
por Hp(D,u) el espacio de las funciones holomorfas en el disco unidad D,
tales que sup 'I If(reie)|pdu < ® y par Hp(T,u) , la clausura en
Lp(T,u) de lgéréélinogios analiticos :;f a,z . Si Y es la medida de Le-

besgue, se tienen los espacios de Harg;oclésicos Hp(D) v HP(T) .

En [3] se prueba que si log w e Ll(T) y 0 < p <o | entonces
HP(T,u) . KP.HP(T) donde 1/K es la Gnica funcién externa (salvo constan-
tes de médulo uno) tal que |K |Pw = 1 a.e. Cuestidn 1: ;Existe un andlogo

del resultado anterior para H (D,u) , O sea, Hp(D,u) = Kp.Hp(D)?

Por otra parte, un conocido resultado en la teoria clisica de espa-
cids de Hardy [2] , establece un isomorfismo isométrico entre las funcio-
nes de HP(D) y sus valores frontera Hp(T) . Cuestién 2: ;Existe isomorfis

mo cuando hay un peso sobre T, o sea, entre Hp(D,u) y Hp(T,u)

Ambas cuestiones son abordadas en el §1 . En el §2 se estudian en
un contexto mas general, cuando D'es sustituido por un dominio de Jordan
(S

1. E1 caso del disco unidad

No es dificil comprobar que la condicidn (log w e Ll(T)), que "funcio



na bien'" en el caso del toro T, proporciona la equivalencia entre ambas
cuestiones, es decir, si log w e Ll(T) , son equivalentes: a) Hp(D,u) =
= KPHP(D) vy b) HP(D,U) es isomorfo a Hp(T,u). Sin embargo esta condi-
¢idn sdlo resuelve parcialmente las cuestiones planteadas, en el siguien-

te sentido.

Teorema 1. Si log w e Ll(T) y . 1<p<eo, entonces:
i) Hp(D W C K .HP(D) , donde K;l es la tnica funcidn externa tal que
[K (e )lp 1 a.e.
11) Si f e Hp(D 1) , existe convergencia no tangencial a una funcidén
£% e HP(T,1)
El espacio Hp(D,u) es Banach.

Demostracidn. Sea f e Hp(D,u) (1<p<®) y denotamos fr(ele) = f(rele) .

0€r<1 . Por hipdtesis {fr} es uniformemente acotada en LP(T,U) » luego exis
te una sucesidn {fr } que converge en la topologia débil a una funcidn

f*e Lp(T,U) Ahora Bien f* e Hp(T W) si y sblo si
f*( )e 1n9Kp (e )u (®)w(B)d6 = 0 para todo n<0 , donde a (8) =
= exp[ll/p—l/p yi (log w(@)) J " denota la funcidn conjugada y

I/p + 1/p' =1, [3], Entonces, J’T f Kp,e lneap.wde
= 1lim f .K s € 1n6a .wd® = 0 para todo n<0 , ya que f_ e HP(T,U)
n T 'r 2 P T

- -ing

1
yg= Kp.e a, e P (1,1

\
Tenemos ahora un funcional CI>:Lp (T,u) —> C , definido por

o(g) = g f*.g.wdb = lim f fr .g.wdb
T n T n

Tomando g = K |K |p 2 , donde Pz representa el niicleo de Poisson en z ,
- -2
* = * p =
resulta J o £ /Kp.Pzde .(T £ KlepI P wdd
= lim f /K _.P d6 = £(z2)/K (z
n Ji r, P 2 (z)/ P( )

Entonces f se recupera a partir de sus valores frontera mediante f(z) =
K (z). f f*/K P de = K (z). P (f*/K ) , que prueba i) y ii) . Veamos

que Hp(D ) es Banach Sea {f } sucesidn de Cauchy en #P (D, 1) v {f } 1la

sucesién de sus valores frontera. Aplicando el lema de Fatou se tiene que

{f*} es de Cauchy en Hp(T M) . Por otra parte, fg =K g* y g* e HP(T) 5

por lo que {g*} converge en HP(T) y por tanto ||g*| <M uniformemente en n.

Teniendo en cuenta que fn(re e) K (re ) P 1Gﬂ*(f§/Kp) v el lema

pg 36 [K] , se tiene que |fn(re )| £ C , con constante independiente de n.



Entonces {fn} es una familia normal y existe {fn } que converge unifor
memente sobre compactos a una funcidn analftica f. Fijado r, resulta
S|f(reie)—fm(rei6)|pwd8= l&m I[fn (reie)—fm(rei6)|pwd6 y aplicando la
hipdtesis se sigue que f e Hp(D,u§ y por tanto es Banach. #t
_Nota. Si log w e BMO (BMO son las funciones de oscilacidn media acotada
[2]), los resultados del teorema son validos para 0<p<~. En efecto: como
log w e BMO , existe q>0 tal que w e Ll(T). Dado que J;\f(reie)ls 4
z ( ngf(reie)lpW)l/a( (T w—a'/a)l/a' con s.o= p , tomando o'/a =q se si-
gue que si f e HP(D,u) entonces f e HS(D) y en particular existe su limite
no tangencial que pertenece a LP(T,u) sin mds que aplicar el lema de Fatou;
Como l/Kp e Hp(D) y los valores frontera de f/Kp e Lp(T) se sigue 1) y ii)
del teorema. La completitud (0<p<») se obtiene con los mismos argumentos
empleados en el teorema.
Seglin esto , puede decirse que los resultados son ciertos con condicio-
nes mis débiles sobre el peso como son: log w e L1 ywde Ll(T) con q > O,
Obsérvese, que adn en el caso de que log w e BMO, no conseguimos el iso-
morfismo buscado y solamente podemos obtener que Kp e Hp_E(D,u) (e>0). Una
condicidn mis fuerte que garantiza que log w e BMO es que w e A, donde
A es la unién de las clases Ap de Muckenhoupt [2] . La condicifn A es una
condicidn suficiente que responde afirmativamente a las cuestiones 1 y 2,
[4] y [}] . En este caso se obtienen, entre otras, las siguientes consecuen
cias:
a) Hp(D,u)* = Hp'(D,u) , l/p+1/p* =1 , p>1
b) @, . HYD,W = ® O, , 1/ptl/q=1/r
La proximidad de las condiciones w e Aoo y log w e BMO, junto a los comenta
rios anteriores nos lleva a la siguiente

Conjetura. Las cuestiones 1 y 2 tienen respuesta afirmativa & w e Aoo

2. Dominios planos.

Sea T una curva de Jordan rectificable y u una medida finita no negati-
va que es absolutamente continua respecto a la longitud de arco ds, i.e.
dy =wds. Denotemos por I la regién interior de T' y por ¢ la transformacidn
conforme de |z|%1 sobre @ que, sin pérdida de generalidad, supondremos norma-
lizada por ¢(0)=0 y ¢'(0)>0. EL conjunto { queda descrito por & =
={(r,u) |0=r<1, wuel}donde u=¢(ei8) y la curva Fr imagen por ¢ de la circunfe-

rencia |z|%4r viene dada por Tr={(r,u):ueF}.De manera natural definimos




Entonces {fn} es una familia normal y existe {fn } que converge unifor
memente sobre compactos a una funcién analitica f. F%jado r, resulta
' i0 i, ,p . i6 iB,p .
S|f(re )—fm(re ) | Fwdb= ltm ]fn (re )—fm(re ) |*wdd y aplicando la
hipftesis se sigue que f e Hp(D,u§ y por tanto es Banach. it

_Nota. Si log w e BMO (BMO son las funciones de oscilacién media acotada
[2]), los resultados del teorema son validos para 0<p<w~, En efecto: como
log w e BMO , existe ¢>0 tal que w e Ll(T). Dado que J:r|f(reie)|S 4
= ( gT|f(reie)|pw)l/a( f& W—a'/a)l/a' con s.0= p , tomando o'/a =q se si-
gue que si f e HP(D,u) entonces f e HS(D) v en particular existe su limite
no tangencial que pertenece a LP(T,u) sin mds que aplicar el lema de Fatou;
como l/Kp e Hp(D) y los valores frontera de f/Kp e Lp(T) se sigue 1) y ii)
del teorema. La completitud (0<p<w) se obtiene con los mismos argumentos
empleados en el teorema.

Mis en general, puede verse que los resultados son ciertos con condicio-
nes mds débiles. sobre el peso como son: log w e L1 ywe L,log+ L .

Obsérvese, que aln en el caso de que log w e BMO, no conseguimos el iso-
morfismo buscado y solamente podemos obtener que KP e Hp_E(D,u) (¢>0). Una
condicidén mds fuerte que garantiza que log w e BMO es que w ¢ A, donde
A.oo es la unidn de las clases Ap de Muckenhoupt [2] . La condicidn A _es una
condicidn suficiente que responde afirmativamente a las cuestiones 1 y 2,
[4] y [}] . En este caso se obtienen, entre otras, las siguientes consecuen
cias:

a) HP,W* =8® () , 1p+1/p' =1 , p>1

b) #P@,w , #i@,w =®E @O, , 1/ptl/q = 1/r

La proximidad de las condiciones w e Aoo y log w e BMO, junto a los comenta
rios anteriores nos lleva a la siguiente

Conjetura. Las cuestiones 1 y 2 tienen respuesta afirmativa &> v e A .

2. Dominios planos.

Sea T una curva de Jordan rectificable y Y una medida finita no negati-
va que es absolutamente continua respecto a la longitud de arco ds, i.e.
dy =wds. Denotemos por  la regidn interior de I' y por ¢ la transformacidn
conforme de|z|él sobre § que, sin pérdida de generalidad, supondremos norma-
lizada por ¢(0)=0 y ¢'(0)>0. El1 conjunto 2 queda descrito por =
={(z,u) |0=r<1, wel}donde u=¢(eie) y la curva Fr imagen por ¢ de la circunfe-

rencia ]z|ér viene dada por Fr={(r,u):uef}.De manera natural definimos



HP(Q W={f holomorfas en 0: suglf |f(r u)| du(u) < oo} y HP(T,u) el subes
pacio cerrado de Lp(F U) engendrado por los polinomios analiticos. Cuan-
do du=ds denotamos HP(Q) y Hp(F) los correspondientes espacios, A U viene
asociada una medida v sobre T dada por dv =wa¢.|¢'|d6. Usando el teorema
de Mergelyan [6] , se tiene que f e Hpﬁlp) sii fed e Hp(D,v) vy fe HP(F,u)
sii fod e HP(T,v).

Supondremos, a partir de ahora, que I' es arco cuerda para que se tenga
HP(F,u) i Lp(F,u) . Estas curvas verifican que |d>'| e A, [_7] . Denota-
mos q_(T) = inf {q:]¢'| e Aq}

Ty e Ll(F) y 1 <p <~ , Enton

Teorema 1'. Sea ' arco-cuerda, g > q, s log
ces:

.y 1P . P %P _

i) B (R,n) € q.H () , donde la*|"w = 1 a.e.
ii) Si f e Hp(Q,u) existe convergencia no tangencial a f* e Hp(T,u)

Demostracidn., Si f e HP(Q,u), se tiene que fo¢ = .., donde h er(D) y
YU 1

|q1|pv=l a.e. Por otra parte HP(D,|¢'|d6) = qz.Hp(D) pues |¢'|eAm; entonces
h1=h2/q2 con hzer(D,I¢'|d6) y lq2]p|¢'|=l, a.e. Por tanto fc¢=q1/q2.h2, 0
sea, f=q.h verificandose i). De aqui y teorema 10.3, pag. 170 [{] se sigue
ii). #
_Nota. De modo natural se definen BMO(I') y A (T'). Si log w e BMO(I') los resul
tados son validos para O<p<». Si w e A ) entonces HP(Q H)y=q Hp(Q) y
HP(Q,u) es isomorfo a Hp(T,u). Estos resultados se demuestran haciendo uso
de la transformacidn conforme y del siguiente
Lema. Si ' es arco cuerda se verifican:

1) log w e BMO(T) si y sdlo si log v e BMO

2) weA((T) siy s6lo si v e A .
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