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SERIES DE FOURIER RESPECTO DE SISTEMAS
ORTOGONALES: ESTUDIO DE LA CONVERGENCIA EN
ESPACIOS DE LEBESGUE Y DE LORENTZ

Mario Pérez Riera

Resumen: se estudia la convergencia en espacios L” de las series de Fourier
correspondientes a medidas que son suma de un peso conocido y una o varias deltas
de Dirac, analizandose en particular el caso de los pesos de Jacobi generalizados,
Laguerre y Hermite generalizados. Asimismo, se aborda la acotaciéon débil (o de
LP en LP™>®) y la acotacién débil restringida (o de LP! en LP>) de las series de
Fourier relativas a los polinomios de Jacobi y al sistema de Bessel. En tercer lugar,
se estudian problemas relacionados con la convergencia en casi todo punto de la
serie de Fourier, tanto para sistemas particulares como para el caso general.

FOURIER SERIES WITH RESPECT TO ORTHOGONAL
SYSTEMS: A STUDY OF THE CONVERGENCE IN LEBESGUE
AND LORENTZ SPACES

Abstract: we study the convergence in LP spaces of the Fourier series co-
rresponding to measures which are sum of a known weight and one or more mass
points; in particular, the cases of generalized Jacobi, Laguerre and generalized Her-
mite weights are analysed. Also, we study the weak boundedness (or boundedness
from LP into LP*°) and restricted weak boundedness (or boundedness from L?!
into L) of Fourier series relative to Jacobi polynomials and the Bessel system.
Finally, we consider some problems related to a.e. convergence of Fourier series,
both for particular systems and for the general case.

A.M.S. classification: 42C10, 33A65.

Key words and phrases: orthogonal polynomials, mean convergence, weak con-
vergence, a.e. convergence.
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INTRODUCCION

Dado un espacio de medida (2, M, i), se dice que un conjunto numerable
{®n}n>0 contenido en L?(€2, u) (funciones de cuadrado integrable con valores en R
o en C) es un sistema ortonormal si

/ ¢n$m d,LL - 5n,m vn, m Z 0,
Q

donde 6, =1sin=my d,m =0 sin # m. Por ejemplo, el sistema {e™},cz es
ortonormal sobre T, con la medida de Lebesgue:

2
/ e™e " dt = by, Yn,m € Z.
0

Dado un sistema ortonormal {¢,}, podemos asociar a cada funcién f € L*(u)

la serie formal
o

Z cror, donde ¢ = / fo du.

k=0 Q

El estudio de la convergencia a la funcion f de esta serie, denominada serie de
Fourier de f en {¢,}, ha dado lugar a un amplio campo de investigacion, dentro
del cual se enmarca la presente memoria. El problema se formula correctamente
definiendo en L?(11) los operadores sumas parciales de la serie de Fourier, S,,, dados
por:

Suf = crtn.
k=0

El espacio L?(u1) es de Hilbert; la teorfa de espacios de Hilbert permite demostrar
facilmente que S, f es la mejor aproximacién en L?(u) a la funcién f de todas las
combinaciones lineales de {¢y,...,¢,}. Si la clausura lineal de {¢,} es densa en
L?(u), se tiene entonces la convergencia de la serie de Fourier:

Suf — f en L*(n), VfeL*(n).

Resuelto el problema en L?(u), podemos plantearlo en LP(u), 1 < p < oo: si el
sistema {¢, } es tal que ¢,, € LP(u)NLI(p) (donde 1/p+1/q = 1), tenemos definidos
los operadores S,, en L”(u); en este caso, {S,f — f en LP(u), Vf € LP(u)? Una
condicién natural previa es que el sistema {¢,} sea denso en L*(11) (lo que implica
que lo es en LP(u) también). A diferencia del caso p = 2, no existe solucién general
a esta cuestiéon. Uno de los primeros resultados es que la convergencia en LP(u) de
la serie de Fourier equivale a la acotacién uniforme en LP(u) de los operadores S,.

Volviendo al ejemplo antes citado, {€™},cz, la demostracién de la convergencia
de su serie de Fourier (que es la serie de Fourier clédsica) para 1 < p < oo se debe

VII
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a M. Riesz. En efecto, es una consecuencia de su célebre teorema que establece la
acotacién del operador funcién conjugada: || f||zr < C||f]|ze-

Otros sistemas ortonormales que han sido tratados frecuentemente son los for-
mados por polinomios, relativos tanto a medidas sobre la circunferencia T como
a medidas sobre R. Algunos sistemas particulares son los de Jacobi y Jacobi ge-
neralizados (ambos sobre el intervalo [—1,1]), los de Laguerre (sobre RT) y los de
Hermite y Hermite generalizados (sobre R). Para los sistemas de Jacobi, el estudio
de la convergencia de la serie de Fourier fue realizado por Pollard ([P 1], [P 2]),
Newman y Rudin ([NR]) y Muckenhoupt ([Mu 1]); este dltimo demostré la con-
vergencia de la serie de Fourier para los sistemas de Laguerre y Hermite ([Mu 2],
[Mu 3]). Para los sistemas de Jacobi generalizados, puede verse el trabajo de Bad-
kov ([B]). Otro sistema ortonormal que podemos citar es el de Bessel (sobre el
intervalo [0, 1]), el cual no estd formado por polinomios y ha sido estudiado por
Benedek y Panzone ([BP 1], [BP 2]). Debemos precisar que en cado uno de estos
casos la convergencia de la serie de Fourier no tiene lugar en todos los espacios
LP(p), con 1 < p < oo, sino en rangos menores de p. Los métodos empleados
para demostrar la convergencia en media requieren, en la mayoria de los ejemplos
citados, conocer diversas estimaciones de las funciones ortonormales, asi como re-
sultados sobre la acotacién de diversos operadores, algunos de ellos similares a la
transformada de Hilbert. En relacién con esto tltimo, Varona ([V]) ha empleado
la teoria de pesos A, para obtener la convergencia en media de la serie de Fourier
en los casos anteriores y en otros particulares, asi como resultados més generales,
especialmente para medidas sobre intervalos acotados en R.

En el caso de una medida cualquiera y aun cuando el sistema ortonormal
esté formado por polinomios, los avances son, naturalmente, de menor alcance.
Existen algunos resultados sobre estimaciones de los polinomios, de sus coeficien-
tes directores y de otros parametros asociados, sobre todo para medidas sobre la
circunferencia unidad, T; muchos de ellos se han trasladado también a medidas
sobre el intervalo [—1, 1], ya que es posible relacionar sus respectivos sistemas de
polinomios ortonormales. En cuanto a la convergencia en media de la serie de
Fourier, podemos mencionar apenas los trabajos de Newman y Rudin ([NR]) y
Maté, Nevai y Totik ([MNT 1]), que establecen condiciones necesarias para dicha
convergencia. En particular, el trabajo de los tres ultimos autores es de especial
interés, ya que en todos los ejemplos conocidos a los que es aplicable las condicio-
nes necesarias que plantea coinciden también con las condiciones suficientes para
la convergencia en media. Ello ha supuesto el punto de partida de esta memoria
en dos direcciones: por un lado, nos ha llevado a estudiar la convergencia débil
de la serie de Fourier, con el fin de ver si las condiciones de Maté, Nevai y Totik
son también necesarias para esta convergencia, como en efecto se ha probado. Por
otro, el hecho de que las condiciones se refieran tan sélo a la parte absolutamente
continua de la medida plantea una pregunta sobre el papel de la parte singular; en
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la memoria estudiamos medidas que consisten en anadir a algunas de las citadas
anteriormente varias deltas de Dirac y obtenemos los rangos de p para los cuales
se verifica la convergencia en LP(u), rangos que coinciden en todos los casos con
los de las medidas de partida.

Otro tipo de convergencia que se aborda con frecuencia en la literatura es la
convergencia en casi todo punto. Podemos situar el origen de esta cuestion en la
conjetura de Lusin (1915): la serie de Fourier trigonométrica (relativa al sistema
{e™} sobre T) converge en casi todo punto a f para toda f € L?. La demostracién
de esta conjetura se debe, como es sabido, a Carleson ([C]) y su extensién a LP,
1 < p < oo, a Hunt ([Hu 2]). El resultado demostrado por Carleson para el sistema
trigonométrico, y del cual se deduce no sélo la convergencia en casi todo punto
sino también la convergencia en media, es que el operador

5*f(x) = sup [Sn f(x)]

estd acotado en L?. En general, si el sistema ortonormal {¢, } es denso, la acotacién
del correspondiente S* (operador maximal de las sumas parciales de la serie de
Fourier) en un LP(u) implica la convergencia en casi todo punto de la serie de
Fourier. Esta es la propiedad que utilizamos para, basandonos es un trabajo de
Gilbert ([G]), estudiar la convergencia en casi todo punto para algunos sistemas
particulares.

La presente memoria estda dividida en cuatro capitulos. El capitulo I tiene
caracter basicamente introductorio, con alguna aportaciéon nueva. En él, anun-
ciamos los conceptos y resultados que se necesitaran en el resto del trabajo. A
excepcion de unos pocos casos que se senalan explicitamente, a lo largo de la me-
moria omitimos la demostracion de las propiedades conocidas que se van a utilizar,
indicando, dentro de lo posible, su origen. En este capitulo hacemos en primer lugar
un breve resumen de la teoria de sistemas ortonormales, incluido un catalogo de
algunos sistemas concretos y sus propiedades més relevantes. En un segundo apar-
tado, se presenta la definicién y algunas propiedades elementales de los espacios
LP" de Lorentz, fundamentalmente los teoremas de interpolacion de operadores
de tipo fuerte, débil y débil restringido. Para terminar, se describen las clases de
pesos A, de Muckenhoupt y su relacién con la acotacién del operador maximal de
Hardy-Littlewood y la transformada de Hilbert. Consideramos el caso particular
de los pesos radiales, con las caracterizaciones obtenidas por Varona ([V]) acerca
de la pertenencia a una clase A,, y presentamos en esquema cémo se aplica esta
teoria al estudio de la convergencia en media de la serie de Fourier.

En el capitulo II se trata la acotacién débil de la serie de Fourier. Encontramos
condiciones necesarias para dicha acotacién para sistemas bastante generales de
polinomios ortonormales. En el segundo apartado, aplicamos estos resultados a la
serie de Fourier-Jacobi y estudiamos también la acotacién débil restringida (que
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equivale a la acotacién L' — LP>°). El estudio de la convergencia débil se analiza
asimismo para las series de Bessel.

El capitulo 111 se dedica a la convergencia en media para sistemas de polinomios
relativos a medidas que son suma de una medida dada y varias deltas de Dirac.
La motivacién de este estudio reside en que la mayoria de los resultados generales
sobre sistemas de polinomios ortonormales se demuestran imponiendo condiciones
sobre la parte absolutamente continua de la medida. Por otra parte, no habia
sido estudiada hasta ahora la convergencia de la serie de Fourier con respecto a
medidas no absolutamente continuas; el primer ejemplo que conocemos se debe a
Varona ([V]), que considera la medida (1 —z)®(1+ )" dz+ M§,(z) + N6_y(x). En
este capitulo, obtenemos resultados que relacionan la convergencia de las series de
Fourier correspondientes a una medida y a su modificada por deltas de Dirac.

El dltimo capitulo se aparta de los dos anteriores, ya que en él se hace un
estudio de la convergencia en casi todo punto de la serie de Fourier. Por ello,
incluimos una primera parte de introducciéon especifica a este tema. Tras ello,
generalizamos un teorema de Gilbert ([G]) utilizando la teoria de pesos A,, lo que
nos permite plantear condiciones que garantizan la acotacién del operador maximal
de las sumas parciales de la serie de Fourier y, por lo tanto, la convergencia en casi
todo punto de la serie. Para terminar, se establecen condiciones necesarias para
la convergencia en casi todo punto, similares a las obtenidas para la convergencia
débil en el capitulo II y, por Maté, Nevai y Totik ([MNT 1]), para la convergencia
en media.
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CAPITULO I
Preliminares
§1. Sistemas ortonormales

Sea un espacio de medida (€2, M, i), con p una medida positiva y o-finita
(todas las medidas que consideremos serdn positivas y o-finitas, aunque no lo
digamos expresamente). Dado p € [1,00), denotaremos por LP(2, i) o LP(u), como
es habitual, al espacio de las funciones reales p-medibles f tales que

1/p
| fllr(w) = (/Q |fIP d,u) < 0.

Denotaremos por L>(£2, ) o L>(u) al espacio de las funciones reales p-medibles
f esencialmente acotadas y escribiremos

[/l <y = sup esn | f(z)].
e

Con esta definicién, || |[zr(y) es una norma y LP(u) es un espacio de Banach,
1 <p<oo.

Dado p € [1, 00|, llamaremos de ahora en adelante ¢ al exponente conjugado de
p, es decir, al nimero ¢ tal que 1/p+ 1/¢ = 1, admitiendo que para p = 1 se tiene
q = o0 y viceversa. Es conocida entonces la desigualdad de Holder: si f € LP(u) y

g € L),
/fgdu
Q

Si 1l <p<oo, LU u) es el espacio dual de LP(u). Se tiene:

/Q Fdul: 9]l zon = 1} |

A partir de ahora, supondremos siempre 1 < p < 0o, a menos que indiquemos lo
contrario. De todos estos espacios, L?() resulta ser un espacio de Hilbert, con el
producto (f,g) = [, fgdu. Por lo tanto, podemos considerar en L?(u) sistemas
ortonormales {¢, },>0, es decir, tales que

< 1 fllzr o llgllzagu-

1l = sup{

Q

A cada f € L*(u) podemos asociarle sus coeficientes de Fourier con respecto a

(6},
() = / Féudp
1
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y, formalmente, su serie de Fourier:

Tomemos las sumas parciales de la serie de Fourier con respecto al sistema {¢,},
que podemos expresar de la siguiente manera:

n

5.0(0) = Yl f)onte) = [ 10)Eue.) duto)

k=0

donde K, (z,y) = > ;_y ®x(x)¢r(y). Llamaremos nicleos asociados a {¢,} a las
funciones K, (z,y), n > 0.

Si el sistema {¢, } es completo en L?(u) (es decir, su clausura lineal es densa),
entonces las sumas parciales S, f de la serie de Fourier de cualquier funcién f €
L?(u) convergen a f:

Jim (1S, — fllzzo =0
Ademas, S, f es la combinacién lineal de {¢1,...,¢,} que mejor aproxima a f.
Por otra parte, ||S, f]lr2() < || fllz2()- Es decir, los operadores
Sp L (1) — L*(p)
estan uniformemente acotados (y ||S,|| < 1 Vn).

A la vista de lo que sucede en L?(1), podemos preguntarnos si el comporta-
miento de las sumas parciales S,, es el mismo en cualquier LP(u). Concretamente:

WVf e LP(pn), Suf — fen LP(u)?

Jlos operadores S, : LP(u) — LP(u) estan uniformemente acotados?
Un requisito previo que debe cumplir el sistema {¢,} para que exista S, f y
esté en LP(u) para toda f € LP(u) es:

(1.1) On € LP(p) N L) ¥Yn > 0.

Si ademds {¢,} es completo en LP(1), las dos preguntas anteriores son una misma.
Por su sencillez, damos la demostracién de este resultado clasico:

Teorema 1.1. Sea {¢,} un sistema ortonormal y completo en L*(n), 1 < p < oo,
1/p+1/qg=1, ¢, € LP(pn) N LI(p) Y > 0. Entonces:
Suf — f en LP(u), Vf € LP() &
& 3C > 0 tal que || Snf|l oy < Clflleeq Yf € LP(1), Yn > 0.
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Demostracién:

=) Sea f € LP(u). Entonces, 3Cy tal que ||S,fllzr(y < Cf Vn > 0. Por el
principio de acotacién uniforme (teorema de Banach-Steinhaus), 3C° > 0 tal que
[Snfllzry < Cllf ey Vf € LP(p), ¥n = 0.

<) Si ¢ es una combinacién lineal de {¢,}, es inmediato observar que S,¢ = ¢
para n suficientemente grande, con lo que

1Snf = fllzewy = [1Su(f — @) = (f = &) lzr(wy <
< |Sulf = D)erwy + If = Dllogy < (C+DIf = Sllzeu)-

Fijado € > 0, basta tomar ¢ tal que ||f — ¢||rr(u) < e/(C + 1) y existe ng € N tal
que || Spf — fllzrmy < € Vn > ne.

Notas:

a) De ahora en adelante indicaremos con C' una constante, pero posiblemente
distinta cada vez que aparezca.

b) Frecuentemente, escribiremos sélo ||.S, f||zr(u) < C|| f||Lr(w) para indicar que
Vf € L) 35, € L(0) ¥ [Suflon < Cllflissgy ¥ > 0. con una
constante C' independiente de f y de n.

En virtud del teorema 1.1, hablaremos indistintamente de acotaciéon o de con-
vergencia en media de la serie de Fourier. Un segundo avance en el estudio de esta
acotacion es el siguiente:

Teorema 1.2.
a) Sil<r<s<ooyeziste C >0 tal que
1Snf ey < Cll Loy YV € LP(p), Yn =0,
con p=r,s, entonces también se verifica la desigualdad con p € (r,s).
b) Sil<p<ooyl/p+1/q=1, entonces:
3C > 0 tal que ||Spfll e < C\\ fllee Y € LP(1), Vn >0 &

& 3C > 0 tal que ||Snf|lpagy < Cll fllaq Yf € L (), Vn > 0.

La parte a) es consecuencia de la teoria de interpolacién de operadores (véase
[SW], capitulo V). La parte b) se debe a que S, es un operador autoadjunto, por
lo que esta acotado en LP(u) siy sélo si lo estd en L7(u), y tiene la misma norma
en ambos espacios.
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Segun el teorema anterior, el conjunto de los p para los cuales las sumas par-
ciales de la serie de Fourier estan uniformemente acotadas es un intervalo. Le
llamaremos intervalo de convergencia en media. Ademas, los extremos del interva-
lo son exponentes conjugados. En el caso general, poco méas se puede decir sobre él.
Los avances en esta direccion han sido generalmente acerca de sistemas concretos,
algunos de los cuales veremos maés adelante.

Sea p una medida y {¢,} un sistema ortonormal con respecto a p. Si w es
una funcién p-medible, entonces {w@,} es un sistema ortonormal con respecto a
w2 du:

/ (wbn) (i) dp = / bubm it = G,
Q Q

Sean S, y S/, los operadores sumas parciales con respecto a {¢,} v {we,}, respec-
tivamente. Entonces,

Spf = Z (/ fwopw™? du) woy = wz (/ w™ for d,u) Ok = wS,(w™ f).
k=0 /& k=0 \’€
De esta férmula se deduce la siguiente relacién entre la acotacion de S, y la de S/

1S5 fll o w2 awy < Clflleow-2awy Y € LP(w™2 dp) &
& [wSp(w™ o2 dw < Clflrw-—2a YVf € LP(w™ dp)
S 1Su (W™ Pllrwr—2ap) < Cllw™ fllos—2aw Vf € LP(w™ dp) &
< HSngHLp(wp—Qdu) < CHQHLP(w‘?_2 du) Vg € Lp(wIF2 du),

este 1iltimo paso haciendo el cambio de notacién g = w™! f. Esto nos lleva a estudiar
acotaciones de las sumas parciales de la serie de Fourier con pesos (funciones
medibles y no negativas); es decir, del tipo:

||Snf||LP(updu) < C1||f||LP(ui"du)

(escribimos w? en lugar de w por conveniencia, como veremos en seguida). Otra
razén para estudiar esta clase de acotaciones es la posibilidad de ampliar con ello
el intervalo de convergencia en media, o sea, el intervalo de p para los cuales existe
C > 0 tal que se verifica la anterior desigualdad. Con mas generalidad, podemos
estudiar acotaciones con dos pesos:

(1.2) 1Snflle e awy < Clfller aw Vf € LP(0P dpp), Yn = 0.
Haciendo g = v f, se ve que esto equivale a:

S (0™ )o@y < Cllgllzoan Vg € LF(dp), ¥n > 0;
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de nuevo, por teoria de interpolacion, el conjunto de p para los cuales esta desigual-
dad se verifica es un intervalo, aunque ahora sus extremos no tienen por qué ser
conjugados, como en el teorema 1.2.

La condicion que deben cumplir los pesos v y v para que esté definida S, f y
esté en LP(uP du) para toda f € LP(vP du) y Vn > 0 es

¢n € LP(uP dp) N LY (v~ %dp) Vn > 0,

que generaliza (1.1). Podemos preguntarnos si también ahora la acotacion (1.2)
equivale a la convergencia en media, es decir, a

Spf — fen LP(uP du) Vf € LP(vP dp).

Necesitamos para ello que LP(vP du) esté contenido en LP(uP du); esto se cumple
si u < Cv p-a.e. para alguna constante C' > 0. Con esta condicién adicional, el
teorema 1.1 sigue siendo valido y su demostracion es analoga:

Teorema 1.3. Sea {¢,} un sistema ortonormal en L*(dp), 1 < p < oo, 1/p+1/q =
1. Sean u y v dos pesos tales que u < Cv p-a.e. para alguna constante C' positiva, la
clausura lineal de {¢,} es densa en LP(vP du) yVf € LP(vP dp) 3S,f € LP(uP dp).

Entonces:

Spf — [ en LP(uPdp), Vf € LP(vVPdu) <
& 3C > 0 tal que [|Snf|rrdp) < Cllfllrraw Vf € LP (VP dp), ¥n > 0.

También para la acotacién (1.2) la condicién u < C'v parece bastante natural
y en algin caso se puede ver su necesidad, como demostramos a continuacién:

Teorema 1.4. Sea {¢,} un sistema ortonormal en L*(du), 1 < p < oo, 1/p +
1/q = 1. Sea u un peso tal que la clausura lineal de {¢p,} es densa en LP(uP dpu).
Supongamos que ¥ f € LP(uP du) 3S,f € LP(uPdu) y existe una constante C' tal
que [|Sufllrrr apy < Cl| flleeeawy Vf € LP(uP dp), Yn > 0.

Si v es otro peso y existe una constante C' tal que

190 fllLee awy < Cl fllLer awy Vf € LP(0P dp), Vn =0,
entonces existe C' > 0 tal que u < Cv p-a.e.

Demostracion:

Segun el teorema 1.3, ||Sy f||Lrr dpy — | fllzrur awy) Y € LP(uP dp).

Supongamos que no existe ninguna constante C' tal que u < Cv p-a.e. Vamos a
hallar una sucesién de funciones { fx}r>o tal que

| fiell 2o or ay < C,
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pero
Sl;p kaHLP(uPdu) = +o00.

Si conseguimos esto, tendremos: por una parte,
1S fell Lo apy < Cll feller any < C Vn, k.

y por otra, Vk > 0,
190 ficll Lo awy — [1full Lo ur apy.
luego
sup || Sy frll Leur duy) = +00,

n,k

con lo que habremos llegado a una contradiccion y el teorema estara probado.
Sea, para cada k > 0, Ay = {z;u(x) > kv(z)}; entonces,

x| e (ur apy > 0,

ya que de lo contrario serfa u = 0 p-a.e. en A, y u < kv p-a.e. Podemos suponer
también ||xa, || zr(ur 4y < 00, porque si no es asi tomamos un subconjunto de Ay
que cumpla estas dos condiciones (la medida, como siempre, es o-finita). Definamos

k

Il o a

Ix XAy -

Estd claro que || fe|lruedp) = k. Y como v < k™'u en Ay, se tiene:

k

T Ixalrr apy < 1 VE > 0.
HXAkHL"(uP du)

”fk“LP(vP du) —

Esta es la sucesion de funciones que buscamos, con lo que el teorema esta probado.

Para una situacién general, Newman y Rudin ([NR]) demostraron la siguiente
condicién necesaria para la acotacion en media:

Teorema 1.5. Sean {¢,} un sistema ortonormal en L*(u), 1 < p < 0o, u y v dos
pesos. Si para cada f € LP(vPdu) existen las sumas parciales S, f de la serie de
Fourier de f con respecto a {¢n} y

HSanLP(uPdu) < CHfHLP(vpdu)

entonces
| Pnll o a) | Pnll La=a dpy < C-
A continuacién veremos una clase particular de sistemas ortonormales: la de

los sistemas formados por polinomios. La mayor parte de los resultados que vamos
a exponer pueden consultarse en [Sz 2|, por ejemplo.
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SISTEMAS DE POLINOMIOS ORTOGONALES

A partir de ahora, todas las medidas que consideremos seran, ademas de po-
sitivas y o-finitas, medidas de Borel sobre R y con soporte infinito. Llamaremos
sopdu a su soporte y p' a su parte absolutamente continua. Si p es una medida
tal y para cada n > 0 existen los momentos

/x" du(z) € R,
R

es conocido que existe un unico sistema ortonormal {P,} tal que para cada n > 0,
P, es un polinomio de grado n y coeficiente director positivo. Ademas, si el soporte
de p estd acotado, del teorema de Weierstrass se sigue que la familia {P,} es
completa en L? (). Como veremos més adelante, la mayoria de los sistemas clésicos
de polinomios se definen de manera que los P, no estan normalizados; es decir:

/ P, P, di = hpdym.
R

. , . ~1/2
Si esto es asi, el sistema ortonormal es {hn / P,}.
Si {P,} es un sistema ortonormal de polinomios, denotaremos por k, al coefi-
ciente director de P,. Una consecuencia inmediata es:

Proposicién 1.6. Si R, (x) = rpz"+r, 12" '+ -+7ry es un polinomio, entonces

Tn
P,R,dyu= —.
/R k

n

En particular, fR P,Rdu =0 si R es un polinomio de grado menor que n.

Es conocido que la sucesién {P,} verifica una relacién de recurrencia:
(1.3) 2P, (x) = apny1Ppi1(x) + by Py(z) + a Pyq(2),

lo que se deduce de poner zP,(z) como combinacién lineal de {Py,..., Py} y
aplicar la ortonormalidad de {P,}. En particular, de la proposicién anterior se
deduce:

a, = / zP,(x)P,_1(x) du(zx), b, = / xP,(2)* du(x).
R R
Si p es una medida par, entonces se tiene b, = 0. Esta es una manera de demostrar
la siguiente propiedad:

Proposiciéon 1.7. Si pu es una medida par, los polinomios Py, son pares y los
polinomios Psy, 1 son impares.

Sobre los coeficientes {a,} y {b,} de la relacién de recurrencia se conoce su
comportamiento, bajo ciertas condiciones ([R 1], pdg. 212, o [MNT 2], teorema 10):



8 PRELIMINARES

Teorema 1.8. Sisopdu = [—1,1] y i/ > 0 en casi todo punto de [—1, 1], entonces
lim,, o @, = 1/2 y lim,, o b, = 0.

Si el sistema {P,} es un sistema de polinomios, también la sucesién { K,,(x,y)}
de los nucleos esta formada por polinomios. Una caracterizacién que se prueba
facilmente es:

Proposicién 1.9. Sea n > 0, y € R. Entonces, para todo polinomio R de grado
menor o iqual que n se cumple

4Kn(x,y)R(w) du(r) = R(y).

Ademas, K, (x,y) es el inico polinomio de grado n que verifica esta propiedad.

Puesto que las sumas parciales de la serie de Fourier vienen dadas por

S f(x) Z/RKn(:r,y)f(y) du(y),

es importante encontrar expresiones para K, (x,y) distintas de la poco manejable
K,(z,y) = >0 _o Pu(z)P,(y). A partir de la relacién de recurrencia (1.3) no es
dificil demostrar, por induccién, la férmula de Christoffel-Darboux:

k?n Pn-&-l(x)Pn(y) - Pn(x)Pn—H(y).

Ky(x,y) =
(x y) kn-l—l r—y

Sin embargo, esta férmula tampoco es 1til, en muchas ocasiones. En 1948, Pollard
(véase [P 1]) demostré la siguiente descomposicién para medidas p con soporte en
[—1,1]:

Ky(x,t) =r,Ti(n,z,t) + spTa(n, z,t) + s, T5(n, x,t)

con
Ti(n, z,t) = Poya(2) Pota (1),
P, nl(t
T2(n7xat> = (1 - t2) —H(x)Q ( )
z—t
Y P, i(t
Tg(n, Z, t) = Tg(n, t, QZ’) = (]_ — $2)—n+1t( >Qn($)7
—x
donde {Q,} son los polinomios ortonormales con respecto a (1 — x?) du.

Ademds, si sopdu = [—1,1] y ¢/ > 0 en casi todo punto, entonces se tiene:
limy, oo = —1/2, lim,, oo 5, = 1/2 (véase [V], lema 3.1). Debido a esta des-

composicién, es fundamental conocer estimaciones de los polinomios {P,} (y de
los {@,}). A este respecto, merece destacarse el siguiente resultado, probado por
Maté, Nevai y Totik ([MNT 1]):
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Lema 1.10. Sea sopdu = [—1,1] y ¢/ > 0 en casi todo punto de [—1,1]. Dados
un nidmero real ¢ y un entero no negativo n, sea

Benl(dpt) = {x € (=1, 1); Po()’ (2)(1 — %) = c}.

Entonces, para cada ¢ > 2/m, limy, o |Ben(dp)| = 0, donde |E| denota la medida
de Lebesque del conjunto E.

Ademas de esta acotacién superior para los polinomios, en el mismo trabajo
([MNT 1], teorema 2) se demuestra una acotacién inferior para sus normas, que
podemos formular de la siguiente manera:

Teorema 1.11. Sea du una medida sobre [—1,1] y i/ > 0 en casi todo punto. Sea
0 < p < 0. Existe una constante C' tal que, si g es una funcion medible Lebesgue
en [—1,1], entonces:

||M/(95)_1/2(1 - x2)_1/4g(x)||LP(dx) < C lim ||Png||LP(dx)-

n—oo

En particular, silim, | ||Pag| ez = 0, entonces g = 0 en casi todo punto.

A partir de este teorema y del teorema 1.5, se obtienen las siguientes condiciones
necesarias para la convergencia en media de la serie de Fourier:

Teorema 1.12. Sea dp una medida sobre [—1,1], ' > 0 en casi todo punto y
{P,} sus polinomios ortonormales. Sean u y v dos pesos y 1 < p < oo. Si para
cada f € LP(vP du) existen las sumas parciales S, f de la serie de Fourier de f con
respecto a {P,} y

HSnf”LP(updu) < CHfHLP(deu),

entonces:

u € LP(dp),
v e Li(dp),
p (@) V21— a?) () € LR (i),
p ()2 = a?) ()™t e L(W).

Vamos a describir ahora algunos de los sistemas ortogonales méas comunes.
De cada uno de ellos exponemos brevemente algunas propiedades que nos seran
utiles (principalmente, acotaciones de las funciones que lo componen), asi como
resultados sobre convergencia en media de la serie de Fourier.
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ALGUNOS SISTEMAS ORTOGONALES

Polinomios de Jacobi.

Sean a, 8 > —1y du(z) = (1 — 2)*(1 + x)” dz sobre el intervalo [—1,1]. Los
polinomios de Jacobi {P®#} son ortogonales con respecto a du. De acuerdo con
su definicién clasica, no estan normalizados, sino que

1
/ PP PP dp = heP6,,
-1

con
20 D+ a4+ DI(n+ B+ 1)

a,B _
" = 2n+a+ B8+ 1) I(n+)I(n+a+5+1)

Por lo tanto, {(h2#)~1/2P%#} es el sistema de polinomios ortonormales con res-
pecto a du. Por tratarse de una medida finita sobre un intervalo compacto, los
polinomios son densos en L?(du) y el sistema es completo.

A partir de estimaciones conocidas (véase [Sz 2], capitulo VIII), Muckenhoupt
demostré ([Mu 1]) que existe una constante positiva C' tal que Vn € N, Vz € [—1, 1],

(14)  [(heP)7V2PeB(a)| < C(1 — o+ 2)~CtD/A(L 4 g 4 n72)~BFFD/,

Cuando a, 3 > —1/2, de esta se deduce otra acotacion global (independiente de
n):
()2 P2o()| < O ()™ 2(1 — a%) 4

en este caso, con la notacién del lema 1.10 resulta B.,(dp) = 0. Es facil ver que
en el caso general , > —1, |B.,(du)| < n~2

Basandose en esta cota, Muckenhoupt obtuvo en 1969 ([Mu 1]) el siguiente
resultado:

Teorema 1.13. Sean o, > —1, du(x) = (1 — 2)*(1 + )P dx sobre el intervalo
[—1,1] y {Sn} las sumas parciales de la serie de Fourier relativa a los polinomios
ortonormales con respecto a dp. Sea 1 <p < 00 y

u(z) = (1 —2)*(1 + )’
Entonces, existe una constante positiva C' tal que
1S fllLee awy < Ol fllLee awy VI € LP(u” dp), V=0

sty solo si se cumplen las desiqualdades:

(15) o+t -3) < bHBHYG -3 <

> =

2
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1 1, a+tl 1 1. B+1
(16)  at(a+1)(>—5)<——, b+(ﬁ+1)(]3—§)<T
L7 atl@+DE-1)> 1 b+ (B2 >+

p 4’ 4
(19 et o3> S beE D) > -

Para el caso o, > —1/2 y a = b = 0, Pollard habia demostrado en 1948
([P 1]) que (1.5),..., (1.8) implican la convergencia en media. En 1952, Newman y
Rudin ([NR]) probaron que esas condiciones son necesarias para la convergencia.
Finalmente, Muckenhoupt extendio el resultado al caso general en el trabajo citado.

Polinomios de Jacobi generalizados.

Por un peso de Jacobi generalizado se entiende (véase, por ejemplo, [B] o [Nv],
pég. 169) un peso w sobre [—1,1] de la forma:

w(z) = h(z)(1—2)*(L+2)° [[ = -t

i=1

noxe[-1,1],

donde:
a) aaﬁ?W@' > _17 t’L € <_171)a tz 7é tj VZ %ja

b) h es una funcién continua y positiva en [—1,1] y w(h, )6t € L(0,2), siendo
w(h,d) el médulo de continuidad de h.

Llamaremos polinomios de Jacobi generalizados al sistema ortonormal de po-
linomios {P,} asociado a du = w(zx)dz. Los polinomios de Jacobi son un caso
particular, con v; = 0 Vi, h = 1. Como en el caso de los polinomios de Jacobi,
{P,} es un sistema completo en L?(du), por ser [—1, 1] compacto y du finita.

Los polinomios { P, } satisfacen la acotacién (véase [B]):

N
(1.9) [Pu(2)] < C(A—z+n72) "otV 4 g 4072 @I DA T (Jo—t| +n71) 772,
=1

donde n € N, z € [-1,1] y C no depende de n ni de z.

Para la sucesién {K,(x,y)} de los niicleos existen también estimaciones, una
de las cuales es la que a continuacién vemos. Antes necesitamos alguna notacién,
que nos sera util en toda esta memoria:
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Notacién: dadas dos funciones f,g : R* — R y un subconjunto D de R,
diremos que f ~ g en D si existen dos constantes K1, Ky > 0 tales que Vax € D,

K1 f(z) < g(z) < Ky f ().

Con este convenio, se tiene la siguiente estimacion ([Nv], pag. 120 y pag. 4):

N
(110) Ky, 2) ~ (L —an ) CoD2 (L) CFD2 T (i 4n 7t 7
=1

para x € [—1,1] y n € N.
La acotacién uniforme de los operadores S, ha sido estudiada por Badkov ([B])
y Varona ([V]). El primero consider6 el caso de un solo peso:

||SanLP(uPdu) < CHfHLP(uPdu)

donde u(z) = (1—)*(1+z)* [IX, |z —t;]%. Sumétodo se basa en estimar directa-
mente los niicleos K, (x,y). Ademds de esta acotacién (y, por lo tanto, convergencia
en media), Badkov analizé también la convergencia en casi todo punto de la serie
de Fourier.

La acotacién con dos pesos ||Sy fl|zewr apy < C|| f|ze (e du), donde

N

u(e) = (1— )" 1+ 2)" [ |z — t:|”

i=1

G
)

v(z) = (1 —2)(1+z)P H |z —t;

ha sido estudiada por Varona ([V], corolario 3.11) en el caso 7; > 0 Vi, siguiendo
otro método totalmente distinto, consistente en el uso de la teoria de pesos A,, que
comentaremos mas adelante. El resultado completo puede enunciarse como sigue:

Teorema 1.14. Sean w(z) = h(z)(1—z)*(1+z)° [, |z —t;
generalizado, dp(zr) = w(x) dx sobre [—1,1], 1 < p < oo,

Vi un peso de Jacobi

9i

w(z) = (1—2)"(1+ x)bH |z —t;

G

v(z) = (1 —2)2(1 4 2)? H |z —t;
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Si se cumplen las desigualdades

(L11) A+(a+D)(G—5) <35 BHB+)(G—3) <5 Git(n+D)(G—3) <3 ¥
(1.12)

A+(a+1)(3=3) <2 B+(B+1)(E—3) < 5% Gi+(ut+D(E—3) < 52 Vi
(1.13)

at(a+l)(;—3)>—1 b+B+1G-3) >3 g+n+1)(G-3) >3V
(1.14)

at+(a+1)(3—5) > =254 bH(B+1)(G—3) > —F5 gt (v+1)(5—3) > — 157 Vi;
(1.15) A<a; B<b G;<g; Vi

entonces AC' > 0 tal que
1S flleee awy < CNfllLer awy V€ LP(v"dp), Vn € N.

Pero también el reciproco es cierto:

Teorema 1.15. Con la misma notacion, si AC' > 0 tal que

HSTLfHLP(uPdu) < CHf”LP(deu) Vf c Lp(Up d,u), Vn € N,

entonces se verifican las condiciones (1.11),..., (1.15).
Demostracién:
Que las condiciones (1.11),..., (1.14) son necesarias se deduce del teorema 1.12,

como puede verse en [V] (corolario 3.13). Sélo falta probar que también debe
cumplirse (1.15): A <a, B<b, G; < g; Vi.

Supongamos, por ejemplo, que a < A (en los demds casos, se procede de igual
manera). Las desigualdades (1.11),..., (1.14) pueden ponerse de esta manera:

A< (a+1)(1/2-1/p) +1/4,
A<(a+1)(1/2=1/p)+ (a+1)/2,
(a+1)(1/2—-1/p) —1/4 < a,
(a+1)(1/2—-1/p)— (a+1)/2<a

y sus andlogas con 3y ;. Si definimos

me = (@ +1)(1/2—1/p) — min{1/4, (o + 1)/2},
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M, = (a+1)(1/2 - 1/p) + min{1/4, (e +1)/2},
s = (8+1)(1/2 = 1/p) — min{1/4, (3 +1)/2},
My = (B+1)(1/2 — 1/p) +min{1/4, (5 + 1)/2},
mi = (% +1)(1/2 = 1/p) = min{1/2, (v; +1)/2},
My = (3 + 1)(1/2 = 1/p) + min{1/2, (3 + 1)/2},

entonces las condiciones (1.11),..., (1.14) son:

(1.16) A< M,, me < a

(117) B < Mﬂ, mg < b

Es inmediato comprobar que m, < M,, mg < Mgz, m; < M;. Si se tiene a < A,
entonces m, < a < A < M,. Puesto que se cumplen (1.17) y (1.18), podemos

tomar b, g; tales que:

(1.19) mg < b< Mg, m; < g; < M,
(1.19) B <b, Gi < g;.
Sea

N

U(r) = (1 —2)°(1 + )b

=1
Como B
me <a <M, mg<b<DMg, m;<g <M,

el peso u satisface las desigualdades (1.11),..., (1.15) correspondientes a él y, por
el teorema 1.14, existe una constante C' > 0 tal que:

(1.21) |Snfllr@r dny < C\fller@waw Y € LP (0P dp), ¥n € N.

La condicién andloga a (1.14) para wu significa que u? dp es una medida finita, por
lo que los polinomios son densos en LP(u? du). Pero ademds, por ser a < A, no
existe ninguna constante C' positiva tal que u < Cwv. El teorema 1.4 garantiza
entonces que no existe ninguna constante C' positiva tal que

(122) HsanLp(ﬂpd#) S CHfHLp(Ude) Vf € Lp(vp dﬂ), Vn € N.
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Sea ahora uo(z) = (1 — z)A(1 + z)b 1Y, |z — t;|%. El par (ug,v) cumple las con-

diciones andlogas a (1.11),..., (1.15). Por el teorema 1.14, existe una constante C
tal que
(1.23) 1Snfll ez apy < Cllfllor awy Vf € LP(0P dp), Vn € N.

Tomemos € > 0 tal que t; € (—1,1 —¢) Vi. De esta manera, ug ~ wen (—1,1—¢),
luego

|Snfllr(—11-0)aw aw) < Cllfllor apy Yf € LP(vP dp), ¥n € N.

Dado que la acotacién (1.22) no se cumple para ninguna constante C, de esta
ultima se deduce que tampoco se cumple la siguiente:

||Snf||LP([1—€,1),ﬂPdp,) < Cfllerwrapy V.f € LP(vP dp), Vn € N.

Ahora bien, en [1 — ¢,1) se tiene u ~ u. Por lo tanto, no se puede cumplir la
acotacion

[SnfllLeu-enywran < ClfllLewrany Y € LP(vP dp), Vn € N.

Y esto contradice la hipétesis ||.Sy f|| o (wr du) < C|| fl| 2o (wr au)- Por lo tanto, se tiene
que verificar la condicién (1.15), que es lo que teniamos que demostrar.

Polinomios de Laguerre.

Los polinomios de Laguerre {L%} de orden « son ortogonales con respecto a
la medida du(z) = e *x*dx sobre [0, +00), donde aw > —1. De acuerdo con la
definicion clasica, no estan normalizados, sino que

Fn+a+1)
n!T(a+1)’

Fn+a-+1)
n!

Ly(0) = On.m-

“+o0o
/ Lo (z) Lo (x)e Pz dx = ,
0
En este caso, el soporte de la medida no es compacto, con lo que no podemos
aplicar el teorema de Weierstrass que garantiza la densidad de los polinomios en
las funciones continuas y llegar as{ a que {L%} es un sistema completo en L*(dpu).
Sin embargo, esto sigue siendo cierto (véase, por ejemplo, [Sz 2|, teorema 5.7.1,
pég. 108).

~1/2
Si hacemos L%(x) = (W) L2(x)e~/2x%/2 entonces el sistema {£%}
es ortonormal con respecto a la medida de Lebesgue en [0, +00). Para este sistema

se tienen las siguientes acotaciones, obtenidas por Muckenhoupt ([Mu 3]) a partir



16 PRELIMINARES

de otras de Askey y Wainger ([AW]): existen constantes positivas C'y ~y tales que
Vn

0<z<1/o=|LYx)] < Co*?z2?
1o <z<0/2=|L2(x) < Co Vg4
5/2 < 0 < 30/2 = |£3(x)| < Co~ oY 4 |a — o)
30/2 <x=|Lo(x)] < Ce ",

donde o = 4n + 2 + 2.

La acotacion en media de las sumas parciales de la serie de Fourier con respecto
a los polinomios de Laguerre (normalizados) fue estudiada por Muckenhoupt en
[Mu 2] y [Mu 3]. En el primero de estos trabajos demostrd que no es posible la
acotacion

HuSanLP(d,u,) < CHufHLp(d,u) vfa vna

cuando 1 < p < 4/3 04 < p < oo, para ningln peso u, a NO ser que u sea Cero
en casi todo punto; en realidad, demostré que ni siquiera el término general de la
serie puede estar acotado. En [Mu 3] se considera la acotacién con dos pesos, u y

v, definidos de la siguiente manera (siendo w(z) = e z® ):

T

u(z) = w(x)/2P (_

1+x) (1+2)°, Vo >0

xr
1+

A
) (1+2)2(1 +log" x)?, Vo >0

v(z) = w(x)/*P (
donde log* x = max{logz,0} y

6{1$b:Byp:4éM&

0 en otro caso.

En esta situacion, se tiene ||uS, fl|rr@n < Cllvf]|ze@u Yf, Vn si se cumplen las
condiciones:

1 a 1
1.24 > —— ix{——, -}

1 a 1
1.25 A<l———max{——,-};

(1.26) A<a;

Y
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3_1

(1.27) {b<47 P
b< 15— 35

11

(1.29) B2-1s
B>i—l;

p

(1.29) b< B,

b<B—§+5;

(1.30)
si en (1.29) se da alguna igualdad, entonces no se da en (1.27) ni en (1.28).

Ademas, todas las condiciones son necesarias, con la posible excepcion de que
en (1.28) se tenga la igualdad B = 1 — }—17 cuandop=4op=4/3yb=B.
Observacién: Muckenhoupt escribe las condiciones (1.27), (1.28) y (1.29) algo
distintas. Por ejemplo, en (1.27) escribe

b<3/4—1/psil<p<A4

b<T7/12—1/(3p) sid <p < 0.

Pero es facil ver que
3/4-1/p<7/12-1/(3p) & p <4,

con lo que podemos poner simplemente (1.27). Lo mismo sucede con (1.28) y (1.29).

Relacionadas con los polinomios de Laguerre, existen otras familias de poli-
nomios, que son los de Hermite generalizados. Son polinomios ortogonales con
respecto a la medida e*$2|m|2°‘ dx sobre R, donde o > —1/2. Segun su definicién
clasica, se toman con coeficiente director 2”; no estan normalizados. Satisfacen las
siguientes igualdades:

Hg,, (x) = (=1)"2*"ml L2 (a?)
Hg, () = (=1)"2*" il 2 Ly 2 ()

y a ellos nos referiremos mas adelante. La convergencia en media de su serie de
Fourier ha sido estudiada por Varona ([V], capitulo VI).
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Sistema de Bessel.

El dltimo sistema ortogonal que vamos a describir es el de Bessel, que, a dife-
rencia de los anteriores, no esta formado por polinomios.

Sea J, la funcién de Bessel de orden a« > —1. Un amplio estudio de estas
funciones es desarrollado en el libro de Watson ([W]), donde puede verse que,
fijada o > —1, J, tiene un conjunto numerable de ceros en (0, +00), todos ellos
simples y cuyo tnico punto de acumulacién es +00. Si {a,} es esta sucesién de
ceros, en orden creciente, entonces

1 2
JOC n
/ Jo(anx) Jo () z de = #5%%
0
de donde las funciones j,(z) = %Ja(an@ forman un sistema ortonormal en

L?((0,1), z dz), que ademds es completo.
Son conocidas las siguientes estimaciones asintéticas de las funciones de Bessel:

«

Jo(2) = m + O(2**?) cuando z — 0;
2
Jo(2) = \/jz_l/2 cos(z — %T - %) + O(27%?) cuando z — oo.
m

En el caso a > —1/2 se deduce inmediatamente una acotacién global: |J,(2)| <
Cz712,
Ademaés, puede probarse que

2 n
L[ﬁan]flﬂ N
| Jar1(aw)]

Es decir:

(1.31) gn(x) = ChJa(amz), con lim C,[ra,]) Y2 = 1.

La convergencia en media de la serie de Fourier con respecto al sistema de Bessel
(serie de Fourier-Bessel) ha sido estudiada por Wing ([Wi]) y Benedek y Panzone
(véase [BP 1], [BP 2]), quienes demostraron la siguiente descomposicién de los
nicleos { K, (z,y)} asociados a {j,}:

M,

Kn(l‘, y) - Ja(M”x)Ja-H(Mny)m—i—

M,
+Ja(Mny)Ja+1(Mnl’)m+
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M,
+Ja(Mnx)Ja+1(Mny)—+

2(y + )
ru)-1/2
FIa (M) o (M) 52— 4 O3+ O(1) )"

siendo M,, = (ay, + apy1)/2 y las O(1) uniformemente acotadas con respecto a n,
Tey.

Para este sistema existe un resultado similar al teorema 1.11 de Maté, Nevai y
Totik (que se refiere a sistemas de polinomios). Enunciaremos més adelante esta
propiedad, demostrada por Varona (véase [V], teorema 5.15). Basdndose en ella y
en la teoria de pesos A,, Varona ([V], corolario 5.17) demostré:

Teorema 1.16. Sean a > —1, 1 < p < o0 ¥y los pesos

u(z) = 21 — x)° H |z — x|, v(z) =221 —2)8 H |l — 2| P,
k=1 k=1

con 0 < x1 < ... <z, <1, A< a, B <b By < b, Entonces, eriste una
constante positiva C' tal que

HSanLP(uPzdx) S O”fHLP(vadx) Vf € Lp("Up,CE dl’), Yn Z 0
sty solo si se cumplen las desigualdades:

a—A+ , {1 a—i—l}
1 min g b

pb > —1, pB <p—1, pb > —1, pBr <p—1 Vk.



§2. Espacios de Lorentz

Sea dp una medida y p,r € [1,00]. Diremos que un operador 7" es de tipo
(p, r)-fuerte (o de tipo (p,r) sélo) cuando T : LP(du) — L"(du) sea un operador
acotado.

Uno de los primeros resultados que hemos visto acerca de la serie de Fourier es
que el conjunto de los p para los cuales S, es de tipo (p, p)-fuerte uniformemente
es un intervalo. Como hemos comentado, es una consecuencia inmediata de un
teorema de interpolacion de M. Riesz (véase [Hu 1] y [SW], §V.2, para los resultados
que vamos a exponer en este apartado):

Teorema 1.17. Sea T un operador lineal de tipo (po,70) y (p1,71), con normas
ko y k1, respectivamente. Entonces T es de tipo (py, ;) con norma k; < k™ 'kt si
tel0,1] y

11—t ¢

ygs DPo P1
Yy

11—t ¢

re T ry

Este teorema admite una generalizacién a operadores de tipo (p, r)-débil. Como
es conocido, dada una medida du y 1 < p < oo, se define L?(du) como el espacio
de las funciones medibles tales que:

Syglgypu({x; |f(@)] > y}) < o0.

Se toma entonces

If]

1
o = supy [z | ()] > yD]YP = sup Y (a0t | o -
y>0 y>0

Un operador T se dice de tipo (p,r)-débil si T : LP(du) — L% (du) esté acotado,
es decir: si existe una constante C' tal que:

1T f | oawy < ClF Lo VI € LP(dp).

Observacién: tal como se ha definido, || ||1r(4,) no es una norma, ya que no se
cumple la desigualdad de Minkowski, sino sélo:

1f + gl e < 2[f]

No obstante, puede definirse una norma equivalente a || ||z(q,). Por comodidad,
nos referiremos a || f||;#(4,) como la norma débil de f.

2 + 2119l 22 (a0 -

La generalizacion de la que hemos hablado es el siguiente teorema de interpo-
lacién de Marcinkiewicz:

20
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Teorema 1.18. Si T es un operador subaditivo de tipo (po, ro)-débil y (p1,11)-débil,
con1<p; <r;<ooyry#ry, entonces T es de tipo (p;,r)-fuerte, sit € (0,1) y

I 1-t t

ZTt_ Po p_1
Y

1 1—1 t

T_t: To 7’_1

Ademas, en este teorema la norma (py, r¢)-fuerte se puede acotar por una cons-
tante que depende sélo de las dos normas débiles y de . Como consecuencia, si las
sumas parciales .S, de la serie de Fourier con respecto a un sistema ortonormal son
uniformemente de tipo (pg, po)-débil y (p1, p1)-débil, con 1 < py < p; < oo, enton-
ces son uniformemente de tipo (p, p)-fuerte para todo p € (pg, p1). Por consiguiente,
s6lo pueden ser uniformemente de tipo (p,p)-débil en los extremos del intervalo
de convergencia, aparte del intervalo mismo. Estudiaremos esta posibilidad en los
siguientes capitulos.

Pero el teorema 1.18 puede extenderse a una clase mas amplia de espacios: los
espacios de Lorentz, L”", que vamos a describir a continuacién.

Si 4 es una medida y f es una funcion p-medible, su funcién de distribucion A
se define para y > 0 como A(y) = u({z;|f(z)| > y}). Entonces,

If]

LP(dp) = Sup yA () e,
y>0

Pues bien, si denotamos por f* el reordenamiento no creciente de f, es decir:
f(t) =inf{s; A(s) <t} (t>0),
f* resulta tener la misma A como funcién de distribucién. Se cumple:

I fllzoaw = If lr@tany (1< p < o00)

omitiremos en adelante R™, por comodidad en la notacién).
p
Ademas, puede verse que

sup yA(y)'/? = sup t/7 f*(1).

y>0 t>0

Es decir:
£ 12y = NE72 5 ()] oo a -

Si observamos que estas dos igualdades pueden ponerse de la siguiente manera:
£l zocamy = N2 F* () oot anys
£ LY (dp) = Htl/pf*(t)”Lw(rldtw
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resulta natural definir, para una funcion py-medible f,

. (T +°°/* Tdtl/r
i1 = (& [ errore)

sil<p<oo,1<r<ooy
1f1[} 00 = sup '/ f(t)
>0
sil<p<oo.

Observacién 1.19: la constante r/p se introduce para lograr

||XE||;,7« = {M(E)}l/p = ||XE||LP(du)

para todo r.

Definicién 1.20. Se llama espacio de Lorentz a

L (dp) = { S5 1 f1lps < 00}

Segun lo que acabamos de ver,

L2(dp) = (), 1 = oo,

(1.32) LP(dp) = Li(dp), [fllpe0 = 1]

En general, || || no es una norma, porque no cumple la desigualdad de Minkowski,
como hemos comentado para || f|| 1z (q,)- Pero también en este caso existe una norma
equivalente, || ||,,. Dotados con esta norma, los espacios LP"(dyu) son espacios de
Banach, si 1 < p.

Los espacios de Lorentz estan ordenados:

Teorema 1.21. Siry <1y, entonces LP" (du) C LP"2(dp) y || f15., < 1f1]5.,-

De acuerdo con esto, si fijamos p, el menor de los espacios LP" (du) es L' (du).
En los casos limite en que los operadores S, no estén acotados en LP(du) =
LPP(du), podemos preguntarnos si lo estardn en LP!(dp). El siguiente resultado
(caso particular del teorema 3.13, [SW]) afirma que para estudiar esta acotacion,
basta fijarse en la accion de los operadores sobre las funciones caracteristicas:

LE(dp)-

Teorema 1.22. Sea T un operador lineal definido sobre las funciones caracteristi-
cas xXg de conjuntos E de medida finita. Si existe una constante C' tal que:

(1.33) ITXkl

2w < Clixellyy = Clixellean

entonces existe otra constante C, que solo depende de la anterior, tal que

1T flerap < Clfllsy V€ LY (dp).

Como es evidente, el reciproco es cierto.
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Diremos que un operador que cumple (1.33) es de tipo (p, p)-débil restringido
(se puede definir el tipo (p, r)-débil restringido, de manera obvia). Todo operador de
tipo (p, p)-débil es de tipo (p, p)-débil restringido. El teorema 1.18 de interpolacién
de Marcinkiewicz sigue siendo vélido con la hipétesis menos exigente del tipo débil
restringido. Lo enunciamos sélo para operadores de tipo (p, p):

Teorema 1.23. Sea T un operador subaditivo de tipo (po, po)-débil restringido y
(p1,p1)-débil restringido, con py < p1. Entonces, T es de tipo (p,p)-fuerte para
cada p € (po,p1). Ademds, existe una constante C' que sélo depende de p y de las
normas (p;, p;)-débiles restringidas de T, tal que

NT fllze(apy < Cllf|lLr(ap)-

En conclusién, la acotacion débil restringida uniforme de los operadores S,, sélo
es posible en los extremos del intervalo de convergencia en media, aparte del propio
intervalo. Esto mismo sucede, como hemos visto antes, con la acotacién débil. Algo
analogo se puede decir sobre la acotaciéon con pesos de .S,,.

Recordemos que la acotacién débil restringida equivale a la acotacion

L7 (dp) — LP>(dp),
por el teorema 1.22 y (1.32). Como
1P d) € 17 (d) © 17 (dp)
Vr € (1,00), esto es lo maximo que podemos debilitar la acotacién LP(dup) —
LP(dp).

En los siguientes capitulos examinaremos la acotacién débil y la débil restrin-
gida de algunos sistemas ortonormales.



§3. Teoria de pesos A,

En este apartado describiremos brevemente algunas propiedades de cierta clase
de pesos: los pesos A,. Estos pesos caracterizan la acotacién de dos operadores
que apareceran frecuentemente en esta memoria: la transformada de Hilbert y la
maximal de Hardy-Littlewood, que definimos a continuacion.

Definicién 1.24. La transformada de Hilbert (en R) es el operador H que a cada
funcién medible f asocia la funcion

f()

Hf(x)=v.p. S

dy,

donde v.p. significa valor principal. A partir de ahora, no escribiremos v.p. de-
lante de la integral. Podemos definir igualmente la transformada de Hilbert sobre
un intervalo contenido en R; emplearemos fundamentalmente la transformada de
Hilbert sobre los intervalos (—1,1) y (0, 1).

Definicién 1.25. Se llama operador maximal de Hardy-Littlewood al operador
M que a cada funcién medible asocia la funcién

1
Mf(a:):sup{m/\f(yﬂdy; xEIQR,[intervalo}.
1 I

También podemos definir la maximal de Hardy-Littlewood sobre un intervalo con-
tenido en R, tomando el supremo en los I contenidos en dicho intervalo.

Utilizaremos este operador en el capitulo IV. En cuanto a la transformada de
Hilbert, se comprende su importancia en el estudio de la convergencia en media si
recordamos la descomposicién de Pollard para medidas sobre el intervalo [—1, 1],
que hemos visto en la primera parte de este capitulo:

Ky(z,t) =r,Ti(n,x,t) + s,To(n,z,t) + s, T3(n, z,t)

Tl(nv $,t) = Pn+1(x)Pn+1(t)7
To(n, z,t) = (1 — t?)w
y
Ty(n, o t) = To(n. ,2) = (1 — 22) Lt (DEn(@)

t—=x
Si descomponemos S, en los tres operadores W, ,, dados por

Wonf(z) = / T, 1) du(e),

24
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entonces para ¢ = 2,3 resultan sendas transformadas de Hilbert; la acotaciéon de
estos operadores se traduce en la acotacién de la transformada de Hilbert sobre
el intervalo [—1,1] con pesos distintos; y no sélo con pesos distintos, sino con
sucesiones {u,,v,} de pesos. Es natural entonces preguntarse por los pesos para
los cuales se tiene

HHfHLP(uPdu) < CHfHLP(deu)-

La clase A, de pesos es precisamente la que proporciona la respuesta mas
satisfactoria a esta cuestion. Un estudio detallado de esta clase y de sus aplicaciones
puede verse en [GR].

Definicién 1.26. Sean (a,b) un intervalo (—oo < a <b < o0)y 1l < p < 0.
Diremos que un peso w pertenece a la clase A,((a, b)) cuando exista una constante
positiva C' tal que, para todo intervalo I C (a,b),

</Iw(x) dx) (/[w@)—l/@—l) dx)p_l <clp.

A la menor constante C' que verifica esta desigualdad la llamaremos constante A,
del peso w.

Si hacemos 1/p+ 1/q = 1, entonces p/q = p — 1 y la condicién anterior puede
ponerse de esta manera:

</]w(:v) das) (/lw(x)_‘ﬂp d:v)p/q < C|IP.

Es fécil comprobar entonces que w € A,((a,b)) < w¥? € A,((a,b)). Otra con-
secuencia de la definicién es que w y w~%? deben ser localmente integrables. La
clase A;((a,b)) se define como la de los pesos w tales que, para alguna constante
C, Mw < C'w en casi todo punto. Dos propiedades 1tiles son:

Teorema 1.27. A,((a,b)) = U, A-((a,b)).

Teorema 1.28. Sea w un peso en un intervalo (a,b). Entonces, w € A,((a,b))

& Jwy, ws € Ay((a,b)) tales que w = wywy .

Este tltimo resultado es el llamado teorema de factorizacion de P. Jones (véase
[J], [CJR]).

El resultado fundamental para nuestros propdsitos es este, demostrado por
Muckenhoupt ([Mu 4]) para la maximal de Hardy-Littlewood y por Hunt, Muc-
kenhoupt y Wheeden ([HMW]) para la transformada de Hilbert:

Teorema 1.29. Sea T uno de los operadores H o M y 1 < p < 0o. Son equiva-
lentes:
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a) we Ay((a,b)).
b) el operador T : LP((a,b),w) — LP((a,b),w) estd acotado.
c) el operador T : L*((a,b),w) — LF((a,b),w) estd acotado.

Ademds, las normas de T y la constante A, de w dependen sélo unas de otras.

Para la acotaciéon con dos pesos distintos tenemos que definir la clase A, de
pares de pesos:

Definicién 1.30. Sean (a,b) un intervalo (—oo < a < b < o0)y 1 < p < 0.
Diremos que un par de pesos (u,v) pertenece a la clase A,((a,b)) cuando exista
una constante positiva C' tal que, para todo intervalo I C (a,b),

( /1 u() dx) ( /1 o(z) 1D dx)pl <clp.

A la menor constante C' que verifica esta desigualdad la llamaremos constante A,
del par (u,v).

La condicién anterior puede ponerse de esta manera:

(/]u(a:) dx> (/lv(x)q/p d:c)p/q < C|I|P.

Igual que para un solo peso, (u,v) € A,((a,b)) & (v=?,u=9P) ¢ A,((a,b)).
Asimismo, u y v~%? deben ser localmente integrables. La clase A;((a,b)) se define
como la de los pares (u,v) tales que, para alguna constante C';, Mu < Cv en casi
todo punto. Se cumple la relacién de contenido: si 1 < p <r < oo, A} C 4, C A,.
Con pares de pesos A, podemos establecer un teorema del tipo del 1.29, pero
considerablemente mas débil, al menos para la transformada de Hilbert:

Teorema 1.31. Sea (a,b) un intervalo, 1 <p < oo yu y v dos pesos sobre (a,b).
Entonces:

a) (u,v) € A, & M : LP((a,b),v) — L2((a,b),u) acotado.
b) (u,v) € A, = M : L"((a,b),v) — L"((a,b),u) acotado Vr > p.
¢) H:L?((a,b),v) — LP((a,b),u) acotado = (u,v) € A,.

Es de destacar que la condiciéon (u,v) € A, no implica la acotacién de la
transformada de Hilbert. Para obtener condiciones suficientes para esta acotacion,
debemos definir la siguiente clase de pesos:
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Definicién 1.32. Sean (a,b) un intervalo, 1 < p < ooy 6 > 1. Sean u y v dos
pesos sobre (a,b). Diremos que (u,v) € A si (u?,0°) € A,.

Seguin demostré Neugebauer ([N]), entre dos pesos u y v tales que (u,v) € Ag
existe un peso w € A:

Teorema 1.33. Sean (a,b) un intervalo, 1 < p < oo y 6 > 1. Si (u,v) € A,
entonces existen un peso w € A, y dos constantes positivas c; y cy tales que
cau < w < cv en casi todo punto.

Con ayuda de este resultado y del teorema 1.29, se tiene:
Teorema 1.34. Sean (a,b) un intervalo, 1 < p < oo yu yv dos pesos sobre (a,b).
Si eziste 6 > 1 tal que (u,v) € Ag, entonces el operador
H: Lp(<a7 b)v U) - Lp((a’a b)a U)
esta acotado. Ademds, la norma de H depende sdlo de la constante Ag del par
(u,v).
Puesto que vamos a necesitar acotaciones de la transformada de Hilbert con

sucesiones de pares de pesos (un,v,), con constantes que no dependan de n, surge
de manera natural la siguiente definicién:

Definicién 1.35. Diremos que una familia {(u,,v,)}n>0 pertenece a A,((a,b))
uniformemente si existe una constante C' tal que Vn > 0 y para todo intervalo I
contenido en (a,b),

(fmtorie)  funermvas) <o

Una definicién andloga se tiene para A9((a, b)) uniforme.

Las condiciones A, y Ag uniformes han sido estudiadas con detalle por Varona
para pesos de los denominados radiales, es decir, productos de expresiones del tipo
lt—t|"y (|Jz—t|+z,)", con lim, ., x, = 0. Las principales propiedades que vamos
a utilizar son las siguientes (véase [V], capitulo 2, pag. 40 y sig.):

Teorema 1.36. 2" € A,((0,1)) & -1 <r<p—1.
Es decir, estos pesos u estan en la clase A, si y sélo si uy u~%? son integrables.

Teorema 1.37. Son equivalentes:
o) (a7, 2%) € 4,((0,1)).
b) 36 > 1 tal que (z", ) € A%((0,1)).

c) Se cumplen las desigualdades: —1 <r; R<p—1; R<r.
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Teorema 1.38. Sea {x,} una sucesion, lim,,_.o , =0, x, > 0 Vn. Entonces, son

equivalentes:
a) {(z"(x + z,)%, 2%(x + x,)%)} € A,((0,1)) uniformemente.
b) 30 > 1 tal que {(2"(x + x,)*, 2™ (x + 2,)%)} € AS((0,1)) unif.
c) Se verifican las desigualdades:

1< R<p-—1,; R <r;
—1<r+s; R+S<p-—1, R+S<r+s.

Las mismas caracterizaciones se tienen sustituyendo (0,1) por (a,b) y x por
|z — t|, siempre que t € [a,b]. Pero ademds, la pertenencia a una de estas clases
A, de pesos en los que intervienen factores del tipo |z — t| se comprueba viendo
si en cada punto t se cumplen las condiciones anteriores. Esto es lo que afirma el

siguiente resultado ([V], corolario 2.19, pag. 57):

Teorema 1.39. Sea (a,b) un intervalo acotado. Sea:
=290 < Ty <Xy <...<Tpy <Tmr1 =0

{Zkn}tn>0, con lim xp, =0 (k=0,..., m+1) yxy, >0 Vk,n;

() = [ — 2| (|2 — 24 + 2p0)™ (k=0,...,m+1);
vk,n(m) = |{L‘ - mk|Ak(|w - xk| + xk,n)Bk (k = 07 R (e 1)

Sean
Un () = U () U1 n(T) . . Uppy1 0 (T),

Un () = Vo (X)010(2) . .. U1 0 ().
Entonces, son equivalentes:
a) (un,v,) € Ay((a,b)) uniformemente.
b) (W, Ven) € Ap((a,b)) uniformemente, k=0,...,m+ 1.

Lo mismo se cumple con la clase AS((a,b)).
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Como hemos dicho, la teorfa de pesos A, puede aplicarse al estudio de la
convergencia de la serie de Fourier: sea du(x) = w(zx) dx sobre [—1, 1], con w > 0
en casi todo punto. Sean {P,} los polinomios ortonormales de du y {@,} los de
(1 — 2?) du(x). Por la descomposicién de Pollard de los ntcleos K, (z,y), basta
demostrar la acotacion uniforme de los operadores:

1

Winf(@) = Pasa(@) | Pra(®F(ult) dt

-1

t

Wanf(x) = Pus(2) / (1= QN (w(t)

-1 rx—t

Wanf (@) = (1 = 2)Qu(x) [ 22O

-1 T—1

dt.

Concretamente, si v y v son dos pesos, para probar que

||Snf||LP(qudx) < C“fHLP(vad:L‘)

es suficiente obtener:

HVVi,anLP(upwdm) S OHfHLP(vadm)-

La acotacion de W ,, se puede lograr mediante la desigualdad de Holder. Los
otros dos operadores se expresan mediante la transformada de Hilbert. De esta ma-
nera, Varona ([V], capitulo III) demostré que las S,, estan uniformemente acotadas

o 1 1/p 1 1/q
(/ Up () d:p) (/ T () Y/ P dw) <,
-1 -1

(U, vp) € Ag

uniformemente para algin § > 1,
(Wn, Tn) € A
uniformemente para algin ¢ > 1, donde
un(2) = | P (z)[Pulz)Pw(x),
Un (@) = |Qn(@)| (1 — 2%) Pu(2)Pw(z) 7,

Un(7) = |Qn()IP(1 — 2*)Pu(z) w (),

Un(x) = [Pasa ()] P0(@)Pw (@) 7.
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Tomemos ahora un peso de Jacobi generalizado. Para los polinomios correspon-
dientes, hemos visto acotaciones en la primera parte de este capitulo. Basandose
en ellas y en los teoremas anteriores sobre pesos Ag, Varona estudié esas tres
condiciones y demostré el teorema 1.14 en el caso v; > 0 Vi. Esta restriccion
puede eliminarse por el procedimiento que ahora describimos sucintamente (véase
[GPRV] para mayor detalle):

Sea w el peso de Jacobi generalizado. Sean {K,(x,y)} sus nicleos y {S,} las
sumas parciales de su serie de Fourier. Sean {K¢(z,y)} v {SS} los relativos al peso
(x — ¢)*>w(x), con ¢ € [—1,1]. Puede probarse la siguiente relacién:

K, (z,c)

Ky(x,y)=(x —c)(y — o) K¢ _;(x,y) + m

Kn(c, ?J)‘

De esta igualdad se deduce: S, f =Ty, f + T, f, donde:

Tonf(x) = % | Kttt dy

Do (@) = (@ = )% (=

El operador 77, se puede acotar, conociendo expresiones adecuadas para los nu-
cleos. Queda sélo acotar el operador 75 ,. Esto se reduce a la acotacién con otros
pesos de S¢. De este modo, pasamos de un peso de Jacobi generalizado con un
exponente negativo v > —1 en el punto ¢ a otro con un exponente positivo v+2. Por
reiteracion de este proceso, “quitamos” todos los exponentes negativos y aplicamos
el resultado de Varona.



CAPITULO II
Acotacion débil de las series de Fourier
§1. Comportamiento débil de las series de Fourier-Jacobi

Sea { P, }»>0 una sucesién de polinomios, ortonormales con respecto a una me-
dida du positiva, de Borel y finita sobre R. Con S, f denotamos la suma parcial
enésima del desarrollo de Fourier de f en {P,}. Sean u y v dos pesos. Hemos visto
en el capitulo anterior que, por teoria de interpolacién, el conjunto de los p para
los cuales se verifica la acotacion uniforme

[wSn fl| oy < Cllv Sl o (an)

es un intervalo: el intervalo de convergencia en media. Ademas, unicamente puede
haber acotacién débil o débil restringida en los extremos de dicho intervalo (ademés
del propio intervalo), lo que también se deduce de la teoria de interpolacién. Al
estudio de esas acotaciones dedicamos este capitulo.

Ya hemos visto en el capitulo primero que, en el caso de los polinomios de
Jacobi, es decir, si du(z) = (1 — 2)*(1 + x)?dx (o, > —1) sobre el intervalo
[~1,1], con u(z) = (1 —2)*(1 + )’ y v(z) = (1 — 2)4(1 + )5, el intervalo
de convergencia en media viene dado por las condiciones siguientes (es un caso
particular del teorema 1.14):

1 1 1 1 1 a+1
1 1 1 1 1 a+1

y sus analogas con 3, by B.

Estas desigualdades determinan un intervalo abierto de p, para cuyos extremos
no existe acotacion en media. Cabe preguntarse entonces si en dichos extremos se
verifica al menos la acotacién débil. Esta cuestién fue resuelta por Chanillo ([Ch])
para el caso a = 3 = 0 (polinomios de Legendre) con u = v = 1 y generalizada en
[GPV]; su estudio es el objetivo de este capitulo. Para ello, consideramos prime-
ramente el caso general y hallamos condiciones necesarias para la acotacion débil,
que implican las obtenidas por Maté, Nevai y Totik para la acotaciéon en media
(véase [MNT 1], [GPV]).

Lema 2.1. Sean du una medida sobre R, uy, us y v tres pesos y 1 < p < oo. Si
existe una constante C' tal que Vf € LP(vP du) se verifica la desigualdad

(2.1) 1S f]

LY (uf dp) < CHUfHLp(du) Vn > 0,

31
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entonces

(2.2) ||Pn||Lq(v*‘1du)||U1Pn|

LE (ub dp) <C Vn >0,

donde 1/q+1/p = 1.

Demostracién:

Si an(f) = [ [Pudp es el enésimo coeficiente de Fourier de f, de (2.1) se sigue

que

Han(f)ulpn‘

LP(uB dp) = |ur(Snf — Sn-1f)]

sy < Cllfller dp

es decir:

-1
|an(F)] < C (luiPallczegaw)  1fllzowo dp-

Entonces, cada uno de los operadores:

P LP(vPdpu) — R
Pn - Pdp = n
f— [P du=anf)

esta acotado y, por dualidad, su norma como operador coincide con su norma en
Li(vP dp). Luego:

_ -1
HPnU p“Lq(Updu) S C (||u1Pn| Li(u’g’du)) Vn 2 0.

Pero:

1Pav | zawr ay = 120" Lagay = 1 Pav™" | zaan-
Por lo tanto, se verifica (2.2).

Recordemos el teorema 1.11, de Maté, Nevai y Totik:

Sea dp una medida sobre [—1,1] y ¢/ > 0 en casi todo punto. Sea 0 < p < oc.
Existe una constante C' tal que, si g es una funcién medible Lebesgue en [—1, 1],
entonces:

||#/(37)_1/2(1 - 552)_1/49(55)||Lp(dx) < C lim ||Png||LP(dx)~

n—oo

En particular, si lim,,_, || P,g|zr(az) = 0, entonces g = 0 en casi todo punto.

Para el caso débil, puede obtenerse a partir de este resultado algo similar, ya
que la norma débil se relaciona con la fuerte mediante la condicién de Kolmogorov
([GR], lema V.2.8, pag. 485):
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Lema 2.2. Sean dm una medida o-finita, 0 <r <p < oo, 1/s=1/r—1/py f
una funcion medible. Entonces:

£ x el o am p "
Lrdm < s%p—” < 1£]

| f]
HXEHLs(dm) p—r

LE(dm)>»

donde el supremo se toma sobre todos los conjuntos medibles E tales que 0 <
m(E) < oo y xg es la funcion caracteristica de E.

Lema 2.3. Sea du una medida sobre [—1,1] y i > 0 en [—1, 1] en casi todo punto.
Sea 0 < p < 00. Fxiste una constante C' tal que, si g y h son funciones medibles
Lebesque en [—1,1], entonces:

I ()7 2(1 = 2) g (@) | 2 (he) ey < C M (| Paglz(inge)an)-
Demostracién:

Sea E un conjunto medible, con 0 < [, |h(z)|dz < co. Segin el teorema 1.14 y el
lema 2.2:

/()72 (1 = 2®) "V gx el L he) da | PogX el Lr(h()] dz)

L < C lim
x5

L5 (|h(z)| dz) oo |IXE]
< C lim ||P,g

n—oo

<

Le(|h(z)| dx)

LE(|h(z)| dx)-

Basta ahora tomar el supremo en £ y aplicar de nuevo el lema 2.2.

El siguiente teorema proporciona condiciones necesarias para la acotacion débil,
con pesos, de la serie de Fourier:

Teorema 2.4. Sea du una medida sobre [—1,1] y p' > 0 en casi todo punto de
[—1,1]. Sean uy, uy y v tres pesos tales que uyuy es distinto de cero y v es finito en
sendos conjuntos de medida j1 positiva. Sea 1 < p < oo, 1/p+1/q = 1. Si existe
una constante C' tal que ¥V f € LP(vP du) se verifica la desigualdad

lurSn fll ez awy < Cllvf o Yn =0,
entonces:
(2.3) uy € Lf(uy) dp);
(2.4) v e LY(du);

(2.5) p (@) 21— 2?) " (o) € LE(up)i);
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(2.6) p (@) 21— 2?) " () e L),

Demostracion:
Haciendo n = 0 en la desigualdad (2.2) del lema 2.1, se obtiene (2.3) y (2.4), puesto
que Py es una constante no nula. Asimismo, de (2.2) se deduce que

HPn”Lq(v‘qu’)Huan‘ LRy S C Vn = 0.

Tomando ahora limites inferiores resulta, de acuerdo con el teorema 1.11 y el
lema 2.3:

' (@) 72 (1 = @)ooy ! (2) 72 (1 = 22) 71

< lim [|P [ poq-apy Mm [lus Pl ze gy <

n—oo n—oo

L (') S

< Lim [|Pa]| oo llua Pl

n—oo

gy < C

Puesto que ninguna de las normas se anula (ello implicaria uyus = 0, 0 bien v = oo
en casi todo punto), cada una de ellas debe ser finita y se llega a (2.5) y (2.6).

Corolario 2.5. Con las hipotesis del teorema 2.4, si u y v son dos pesos que en
sendos conjuntos de medida p positiva son finitos y distintos de cero y se cumple

luSuf iz < Cllvfllmn ¥ > 0, VF € LP(” dp)
Y
lo™ Sufllzsan < Cllu™ Flza Yo > 0, Vf € L9(udp),
entonces:
u € L(dp),
vt e Li(dp),

W (2) 721 = 2?) " u(x) € LP(),
w (2) 721 = 2?) " ()T e L),

Observacién 2.6: estas son las condiciones necesarias a las que llegan Maté, Nevai
y Totik (teorema 1.12) para la acotacién

[wSn fll oy < CllofI Lo (an)-

Pero esta implica también [0S, | e < Cllu™ f]lLa(ay). El corolario 2.5 signi-
fica que basta con la acotacién débil para llegar a esas condiciones.
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A continuacién estudiaremos el caso de las series de Jacobi. Sean ahora du(z) =
(1 —2)%(1 + z)P dz sobre [-1,1], u(z) = (1 — 2)%(1 + )°. El intervalo de conver-
gencia en media (||[uSy f||r@n) < Clluflze@w Vn, Vf), para 1 < p < oo, viene
caracterizado por la condiciones:

1 1 1 1 1 a+1
H(=-= - D(=—-=)<
a+ (a+ )(p 2><47 a+ (a+ )(p 2) 5
1 1 1 1 a+1
N(=-= - DE=E—-2)>—
a+ (a+1)( 2)> T a+ (a+1)( 2)> 5

y las correspondientes con by (.
Los siguientes resultados técnicos seran de utilidad més adelante:

Lema 2.7. Sean 0 < p < o0, r,s € R, a > 0. Entonces:
X0 (®)a" € L¥(x*dx) & pr+s+12>0, (r,s) # (0, -1).
Y, en este caso,

(2.7) IX(0.0) ()"

Demostracion:
Vamos a hallar el valor de

)ar—i-(s—l-l)/p‘

LY (xS dx) — K(Ta D

TP — ¥ S —
00 (0 =300 =0 ),

con I(y) =y A x® dx. Podemos distinguir los siguientes casos:
<z<a
">y

a) pr+s+1<0;asuvez:al)r>0,s<—1;a2)r=0,s< —1;a3) r <0.

b) pr+s+1=0;asuvez bl)r>0,s<—1;b2)r=0,s=—1;b3) r <0,
s> —1.

c) pr+s+1>0;asuvezzcl)r>0;¢2)r=0,s>-1;¢c3)r<0,s>—1.

Tenemos que probar que sup,.q[(y) = +o0 en a) y b2), sup,.oI(y) = C(r,s,p)
en bl) y b3) y sup,.o I(y) = C(r,s,p)a” **! en c).
Veamos cada uno de ellos:

_ — P S dp — 4P s
al)pr+s+1<0,7r>0,s<—-1.I(y) =y Aqqx dx =y Aqu dzx.

">y yr<a
Tomemos < a”; entonces
) ’

I(y) _ yp /‘l 25 dr — Cyp[y(s+1)/r . as+1] _ C[y(pr+s+1)/r . as—i—lyp]'
)

1/r
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Puesto que pr+s+1 <0y r > 0, lim,_o+ I(y) = +00; es decir: sup,-, [ (y) = +o0,
como queriamos demostrar.

0<z<a

a2)pr+s+1<0,r=0,s<-1.I(y) = yp/ x® dx, que diverge siempre que
1>y

y < 1. Luego sup,~, I (y) = +oo.
— P S — 2P S : o
a3) pr+s+1<0,r<0.I(y) =y /KKax de =y /)<I<ax dx. Sis < —1, esta

:B’">y $<y1/r
integral diverge y ya esté.

Supongamos que s > —1. Tomemos y > a’; entonces y'/" < a, luego
I(y) - yp/ ¥ dr = C’yl’-‘r(s-i-l)/?" — Cy(pr—&—s-i-l)/r‘
O<z<yl/T

Y como pr+s+1<0yr <0, limy, . I(y) = +00, asf que sup,., I(y) = +oo.
bl)pr+s+1=0,r>0,s<—1.

y [, xtde syt <a
[ — P S = P S — Y
() =y Aq@x dr =y A@@x dx {0 sia < yl/r

">y yt/r<x

luego, teniendo en cuenta que s+1 < 0y que pr+s+1 =0,

sup I(y) = sup 3" / z*dr = sup Cy’lytV" —at] =
y>0 O<y<a” yi/r O<y<a”

= sup Cly» ™" — oy = sup C1—(y/a")"] = C,
o<y<a™ O<y<a”

donde C = —1/(s+1).
b2) pr+s+1=0,r=0,s=—1.I(y) = yp/ ' dx, que diverge siempre

0<z<a
1>y

que y < 1. Luego Sup,~ I(y) = +o0.
b3)pr+s+1=0,7r<0,s>—1.I(y) yﬁ<x<a$ dx yﬁ<x<ax dz
">y a<y!/r
Jy ffatde siy<a” | CyPat! sty <a” _
IRV f0<:c<y1/r widr sia" <y | CyrtetI sian <y
fewary siy<a
C sia" <y

luego sup,~, I(y) = C, donde C depende de s.
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cl) pr+s+1>0,r > 0. Supongamos s # —1 (para s = —1 se procede de manera
andloga); comenzando como en bl),

sup [(y) = sup yp/ 5 dr = sup Cyp|as+1 . y(s+1)/r| —
y>0 O<y<a™ yl/r O<y<a”

— sup Capr<y/a7“)p ‘aerl [1 _ (y/ar)(erl)/T] ‘ =

O<y<a”
= sup Ca” " (y/a")P ‘1 _ (y/ar)(erl)/r‘ _
o<y<a”
— OgPrtstl sup t* ‘1 _ t(s+1)/7~‘ _
o<t<1
= Capv"+s+1 sup ’tp _ t(pr+s+1)/r‘ _ Oapr‘Jrerl
0<t<1

(donde C' depende de p, r y s), ya que

lfm [ — @t/ = i |2 — (st =
t—0*t t—1— ’

porser pr +s+1>0yr > 0.
2)pr+s+1>0,r=0,s>—1.

Sup I(y) = Sup yp\A xs dI — / xs dl‘ — CaS“rl — Cfa/pr_i'_s_i_l’
<z<a 0

y>0 y>0

donde C' depende de p, r y s.
c3)pr+s—+1>0,r<0,s>—1. De la misma manera que en b3),

) — CyPa*t! siy<a,
<y) o Cyp—i—(s-‘rl)/r sia” < v,

donde C depende de p, r y s. Luego:

sup I(y) = Ca” ",

O<y<a™
sup I(y) = sup Cy(PT+8+1)/T = OgPrtst!,
a"<y a"<y

ya que pr +s+1 > 0y r < 0. Por lo tanto, sup,~oI(y) = Ca”*** donde C
depende de p, r y s. Con esto, queda demostrado el lema.

Lema 2.8. Sea H la transformada de Hilbert, es decir:

g9(t)

Hg(x) = v.p./rdt,
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donde la integral se toma sobre R o sobre otro intervalo. Sean dyu y dn dos medidas,
u un peso y 1 < p < oo; supongamos que existe una constante C tal que

Entonces, Vf € LP(dn), Vr,s € R tales que v < s, se verifican las desigualdades
siguientes, donde la constante C' es la misma de antes:

( /{tzs} |J;(15_)\Tdt)
</{t§r} ’fs(—)‘;it) lux(rs)

Y si H satisface la acotacion fuerte, ambas se cumplen también con normas fuertes.

)y < Cllgllze(an Yg € LP(dn).

piap) < Cllf X< llzoan)

Demostracién:
Sear <ax < s <t entonces, 0 <t—a <t—1r = ﬁ < ﬁ Sea g(z) =
X{z>s} | f(7)];

r<z<s=|Hg(z |—‘/ )|dt‘2/ |F ()] dt
{ {t>5)

>s) Tt t—r '

o) = (TR @ v

d
</ |J;<_)| t) [uX(r,s)
{t23)

= Ol fxqezsy | o (an)-

luego

) < Cllgllzean =

La otra desigualdad se obtiene de manera analoga.

Con todos los resultados anteriores podemos estudiar ya la convergencia débil
de la serie de Fourier respecto de una medida de Jacobi:

Teorema 2.9. Sean w(z) = (1 — 2)*(1 + x)° en el intervalo [-1,1] (o, 3 >
—1), du(z) = w(z)dx, S,f la suma parcial enésima del desarrollo de Fourier de
polinomios de Jacobi, ortonormales con respecto a du. Sean u(z) = (1—2z)%(1+z)°
yl<p<oo.

Si existe una constante C' tal que Vf € LP(uP du) se verifica la desigualdad

y < Ol fllzeur dwy Y1 >0,
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entonces deben cumplirse las condiciones:

1 1 1 1 1 1
2.8 H-—=2)< = b H-—=2) <=
1 1, a+1 1 1. B+1
2.9 H-—2)< b N-—2) < —;
1 1 1 1 1 1
2.10 N-—=)>—- b H-—=)>—-;
210 at@DG-3)> -3 b+EEDG-5)> -7
11 a+1 11 B+1
2.11 H(-—=)>— b Hi-—=)> ——.
Demostracion:
Segun el teorema 2.4, con u; = 1y us = v = u, se tienen que satisfacer las

siguientes condiciones:
1 € LP(vPw);

ut e LY (w);
(212 w(e) V(1 - 27V € L2uw)
(2.13) w(z) V(1 — 2?) V4 (2) € Li(w).

Examinamos cada una de estas condiciones de integrabilidad tinicamente en x = 1,
ya que en x = —1 son andlogas. Asi, y teniendo en cuenta que 1 € LP(uPw) < 1 €
LP(uPw), la primera de ellas implica:

1 1 1 1
ap—l—oz>—1<:>a+(a—|—1)5>O<:>a—|—(oz—|—1)(]—9—§)>—a+

< (2.11).
La segunda:
1
—ag+a>—-1<a—(a+1)<0&a+(a+1)(--1)<0&
p

1 a+1

1
La cuarta:
a 1 a 1 1
——q— —q— -1 _ - — - - 0
54— g4 agta>-l&—o -7 a+ (a+1)( p)> &



40 ACOTACION DEBIL DE LAS SERIES DE FOURIER

200+ 1
4

Por tltimo, de (2.12) se obtiene, segin el lema 2.7:

<:>a+(oz+1)(%—1)<— <:>a+(a+1)(%—%)<1<:>(2.8).

4

1 1
—%p—1p+ap+a2—1<:>a+(04—|—1)1—9————>0,

ya que, como usaremos repetidamente,

w(:z:)_l/z(l — :)32)_1/4 € LP(uPw) &

- {w(x)_1/2(1 — 22"Vt € IP((~1,0), vPw)
w(x) Y21 — 22~V e LP((0,1), uPw)

{(1 +2) P21+ 2) VA e LP((—1,0), (1 + 2)P(1 + 2)7)
(1—2)"2(1 —2)"* € L2((0,1), (1 — 2)(1 — 2))

Es decir (con su andloga para by [3):

(2.14) a+(a+1)(%—%)z—1- b+(5+1)(}9—%)2—

1
1
Lo tnico que falta por demostrar es que, sabiendo que (2.8), (2.9), (2.11) y (2.12)
son ciertas (y también (2.13), por lo tanto) y que existe acotaciéon débil uniforme
de {S,}, no pueden darse las igualdades en (2.14).
Consideremos la descomposicion de Pollard del niicleo, que hemos visto en el primer
capitulo:

Ky(x,t) =r,Ti(n,z,t) + spTa(n, x,t) + s, T5(n, x,t)

Ti(n,z,t) = Pyi1(x) Py (t),
To(n,xz,t)=(1—t )%
y Q
Ty(n,a,t) = To(n, t,z) = (1 — @ )%7

donde {P,} v {@,} son los polinomios ortonormales con respecto a du y a (1 —
2?) dp. Ademds, lim, o7, = —1/2 y lim,, .00 5, = 1/2 ya que soppu = [—1,1] y
(' > 0 en casi todo punto.

Podemos entonces poner

Su(f, ) / FO)Kn(x,t) du(t) = roWin(f, ) + s, Waon(f, ) + s Wsn(f, ),
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con Wi (f, ) = [1, f(&)Ti(n, z, t)w(t) dt (i = 1,2,3).

Vamos a demostrar que, con las hipdtesis (2.8), (2.9), (2.11) y (2.12), Wy, y W3,
son operadores uniforme débilmente acotados (en n); pero que Ws,, no lo es si en
(2.14) se da alguna igualdad. Con esto, quedard probado el teorema.

a) Acotacién uniforme de los operadores Wi ,,: por la desigualdad de Holder,

1 1

Pas®F @ut) | = |Prvs(o) [ Priu ] <

-1

|WMUwH=UhN@/

-1

< Pt (@) Prsru™ | oy | full 2o

luego
Wi f]

y basta con:

LP(wp w) S [r=y L‘i’(ul’w)HPTL+1U71HL‘?(w)HquLP(w)

1]

LP (up w) <(CVneN

||Pnu_1||Lq(w) <(CVneN.

Ahora bien, en el primer capitulo hemos visto que los polinomios P, admiten la
cota siguiente:

L\ (2a I _
(2.15) |P(2)| < O(1 — 2 + ﬁ) (2 +1)/4(1 N ﬁ) (26+1)/4
Entonces, es suficiente con obtener:

1 1
(1= a4+ =) A g ) ) < C Y EN

1 1
(1 — 2+ ﬁ)‘(%‘“)/‘*(l +x+ ﬁ)—<2ﬁ+l>/4u-1||m(w> <CVneN.

O, lo que es equivalente, las siguientes acotaciones y sus analogas para by [:

1. o
H(l — T+ ﬁ) (2 +1)/4’|L§((1_x)ap+a) <(CVneN

1701 —a
(1= 2+ =) oA = 2)r ey < C Y EN.

Pero, por el teorema de la convergencia monodtona y por ser ap + a > —1, de
acuerdo con (2.11), estas son equivalentes a las acotaciones:

(1 - 95)7(2&“)/4HL’*’((1_m)w+a) <C
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||(1 — x)_(2a+1)/4(1 — :E)_aHLq((l_x)a) < C.

Y estas desigualdades, con sus analogas para b y (3, equivalen, a su vez, a las
siguientes:
w(z) V(1 — 2?7V e LP(uPw)

w(z) V21— 2?)Vu(z) "t e LY(w),

que son, respectivamente, (2.12) y (2.13), las cuales suponemos ciertas. Por lo
tanto, los operadores W ,, estan uniformemente débilmente acotados.

b) Acotacién uniforme de los operadores Wi,

Segtin su definicion,

Poii(Hw(t)
r—t

dt =

Wan(f.2) = ~(1 = )Qu(o) | /)

= —(1 —2)Qu(z)H(fPppw, ),

donde por H denotamos la transformada de Hilbert sobre [—1,1]. Vamos a demos-
trar la acotacion fuerte uniforme de estos operadores.

”WS,anLP(qu) S CHfHLP(qu) vf ~

& ||(1 = 2*)Qu(x)H(f Poyrw, @) || o urw) < C||f || o(uow) Vf <
S [|(1 = 2)Qu(x)Hg(@) || 1o (wrw) < Cllg(Prirw) || orw) Vg <
& [Hgl| o (1=22)p1Qulpurw) < CllgllLe(pps)-purwt—») Y9

En virtud de (2.15) (no es necesario sustituir n por n + 1 en la cota, ya que
n~n+1),
| Pagr ()] Pu(@)Pw(z) 7 =

1 1
— gplwtall-p)(1 _ —_\p(2a+1)/4 bp+B(1-p) —_\p(26+1)/4
>C(1—x)® PI(1 x+n2)p (1+2)™? p(1+x+n2)p .

Y, por la desigualdad correspondiente para los polinomios (),,, ortonormales con
respecto a (1 — x)*TL(1 + z)P+L

|Qn(@)P(1 = 2®)Pu(z)Pw(z) <
1 1
< C(l o x)p+ap+a(1 — x4+ ﬁ)—p(2a+3)/4(1 + x)p+bp+ﬁ(1 Lo+ ﬁ)—p(2ﬁ+3)/4_
Por consiguiente, basta con que se cumpla:

|Hgllr @) < Cllgllr@,) Y9, Vn,
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1 1
- _ _ +fapto 1 = \—p(20+3)/4 +bp+-3 ~ \—p(28+3)/4
Up(z) = (1 — z)PrePte(1 x—l—n2) P (1 + x)P*oP (1+x+n2) p

1 1
Up(x) = (1 — x)ap+a(1—p)(1 — 4 ﬁ)p(%ﬂrl)/‘l(l + x)prrﬁ(l—p)(l 4+ x4+ E)p(26+1)/4‘
Como vimos en el capitulo primero, para esta acotacion es suficiente con que, para
algiin 6 > 1,

(T, Ty) € Ai((—l, 1)) uniformemente.

Esta condicion equivale, por los teoremas 1.38 y 1.39, a las siguientes desigualdades
y sus andlogas para by (:

ptap+a>—-l1lsapt+at+l>—psSat(a+1)(i—1)>-1-22 < (211);

1

p

ap+a(l—p) <p-1 ap+(a+1)(1-p) <0 & at(a+1)(;—3) < %5+ < (29);
ap+a(l—p)<p+ap+a< —ap<p<s0<a+l, locuales cierto;
ap+a(l —p)+2Ep <ptap+a—2Fpe —ap+ 2Hp < p— 2,

lo que también es cierto;

ptap+a—22Ep > —1 & ap+(a+1) > 21p & at(a+1)(2-1) > -2 < (2.12),

ya que (2.12) = (2.14);
apta(l—p)+#Hp<p-leapt(atl)(l-p) <-2Fpe

Sa+t(a+1)(E-1) <1< (28).

1
p
Es decir: la condicién Ag uniforme anterior se verifica y, por lo tanto, los operadores
W3 ,, estan uniformemente acotados, no sélo en norma débil, sino también en la
fuerte.

c¢) Los operadores W, no estan uniformemente débilmente acotados si en (2.14)
se da alguna de las igualdades:

Wan(fo2) = Papy / fOU= OO 3y p (@) H(( = 2)fQuw, 2):

x—t

Luego

P w) < O\ fllrwrw) V. &
A HPn+1<£L')H<<1 - t2)anw,iL') P(ur w) < CHfHLP(qu) vf -
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<~ ”Pn—i-ng|

rrw) < Cllg(@) (1= 2%) 7 Qu(@) " w(@) " lo(urw) Vg <
& || P Hyl

e w) < Cllglle(1-a2)-p|Qul-rurwr-») V9.

Supongamos ahora que en (2.14) se tiene, por ejemplo,

a+(a+1)(}%—%):—i

Segtun el lema 2.8, la acotacion de W5 implicaria esta otra:

" t)| dt
</_1 ‘fS(—)|t ) HPTL+1X(T,S)’

donde la constante C' es la misma de antes y la desigualdad se verificaria Vf, Vn,
Vr, s tales que —1 <r < s < 1.

Tomando s = 1,7 >0y f(z) = (1 — )~ V/pHi-e=a/p=D|Q, (z)|x(01)(z) ¥y teniendo
en cuenta que, si z € (0,1), entonces u(z) ~ (1 —x)* y w(z) ~ (1 —2x)*, resultaria:

erw) < ClIX ) lze(=e2)-riQul-Purwt—»),

L ((1=z)erta) S

{/0 (1 . I)—I/P—a—a(l/P—1)|Qn<x)| dl’:| ||Pn+1X(r,1)’

< (1 - x)_l/pX(o,r)”Lp(dx) Vn e N, Vr e (0,1).
Es decir:

216 | [ a0 eI, de| 1P s <
0

< C|log(1 —7)|"? Vn e N, Vr e (0,1).

Pero, por el lema 2.3,

L2((—gyerrey = Kw(z) (1= 2®) "y

lim ||Pn+1X(7",1) |

n—oo

L2((1—z)arte) =

> KI|(1—2)" Gty )]

LE((1—a)ow+o):

Suponiendo entonces que a + (o + 1)(3 — 3) = —7, se tiene:
20+ 1
2 p+(ap+a)+1:ap—l—a(l—g)—gle:ap—l—(oz%—l)(l—%)—l—i:0;

ademds, (2.11) = ap + o # —1. De aqui se deduce, por el lema 2.7, que

(1 — 2)~ Gty )|

L2 ((1—z)ar+a)y = I,
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donde K depende sélo de o, a y p. Luego:

(2.17) lim [|Pur1X(r)

n—oo

P((1—z)arta) > C Vr e (0, 1)

La primera integral de (2.16) también puede ser acotada inferiormente, con ayuda
del teorema 1.11:

T

lim [ (1—z) VP o e0rD|Q, (2)|da >

n—oo J 0

> K/ (1 — 2)~VP=a=a/r=1[(] _ 22)y(z)]"V2(1 — 22) Y dz >

> K/ —-1/p—a—a(l/p—1)—1/2—a/2—-1/4 dr.
De nuevo, si a + (a+1)(1 — 1) = —1 | se tiene:
1 1 1 1 1 1 1 1 1
———a—a(——l)———g——:———a—a(———)————:
p p 2 2 4 p p
1 1
=—a— H--=)—-1—--=-1
o— (@) -5 -1-7=-1
asi es que
/T(l — )~ VpmemeQ/pm =1 2mal2o U gy — / M og(1— ).
0 0 1l—x
Luego

r

lim [ (1 — ) YP-a=e@/P=D|Q, (z)|dz > K|log(1 —r)|.

n—oo J0

De esta acotacién y de (2.17) se llega, tomando limites inferiores en (2.16), a que,
Vr e (0,1):

llog(1 — r)| < K|log(1 — r)|"?; |log(1 — )| < K,

lo cual es falso. Por lo tanto, no puede tenerse a+ (a+ 1)(1% —3) = —7 ; de lamisma
manera se demuestra que tampoco puede suceder la igualdad analoga con by (5.
En consecuencia, las desigualdades (2.14) deben ser estrictas y obtenemos (2.10).

Con esto, queda demostrado el teorema.
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Teorema 2.10. Sean w(z) = (1 — z)*(1 + z)° sobre el intervalo [—1,1] (a, 3 >
—1), du(x) = w(x)dz, S,f la suma parcial enésima del desarrollo de Fourier de
polinomios de Jacobi, ortonormales con respecto a du. Sean u(z) = (1—x)*(1+x)°
y1l<p<oo.

Si existe una constante C' tal que Vf € LP(uP du) se verifica la desigualdad

[uSnfll 2wy < CllufllLe@e Yn =0,
entonces deben cumplirse las condiciones (2.8), (2.9), (2.10) y:

11 a+1 11 B+1
2.1 (= —2)>— N(=—2)>-2"2
218)  et+NC-2-0 b @G- 2 -

Demostracién:

Es andloga a la del teorema 2.9; la diferencia entre (2.11) y (2.18) se debe a que
en el teorema 2.9 se llega a que 1 € LP(uPw) y esto equivale a que 1 € LP(uPw),
mientras que ahora se tiene u € L?(w), lo que no implica u € LP(w).

Corolario 2.11. Con la notacion precedente y v, 3 > —1/2, no hay acotacion débil
|wSn fll ey < Cllufllze@w Yn >0 en los extremos del intervalo de convergencia
en media. Tampoco existe siu=1y o, > —1.

Demostracion:

Son casos particulares de los teoremas 2.10 y 2.9, respectivamente. Soélo hay que
tener en cuenta que, si a, f > —1/2, (2.10) implica la desigualdad estricta en (2.18).
En los dos casos, las condiciones (2.8)-(2.11) o (2.8)-(2.10) y (2.18) son las que
determinan el intervalo abierto de convergencia en media.

A la vista del corolario 2.11, podemos preguntarnos si, al menos, existe acota-
cién débil restringida en los extremos del intervalo de convergencia en media; es
decir, si se cumple:

a) [luSu(u'xe)l2@s < Clixellrr@y » YE medible, si a, 8 > —1/2;

b) [Snxel

ambas acotaciones cuando p (1 < p < 00) satisface las desigualdades (2.8)-(2.11),
pero no estrictas. Recordemos que, por teoria de interpolacién, la acotacion débil
restringida de los operadores (uS,) o u™! en los extremos de un intervalo implica
su acotaciéon en media para los p intermedios; en consecuencia, no puede existir
acotacion débil restringida mas que en los extremos del intervalo de convergencia
en media (ademds de este intervalo).

Esta acotacion fue demostrada por Chanillo ([CH]) cuando aw = = 0 (polino-
mios de Legendre) y u = 1y generalizada en [GPV] paraa > > —1/2, a > —1/2
yu=1.

2w < Clixellre@w » YE medible, si a, 8> —1,
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El siguiente lema permite estudiar la acotacion débil restringida en uno solo
de los extremos del intervalo de convergencia, puesto que de ella se deducira la
acotaciéon en el otro extremo.

Lema 2.12. Sea S, el operador suma parcial enésima del desarrollo de Fourier
con respecto a una medida du(z) = w(z)dx sobre R. Sean u un peso, 1 < p < 0o
y1/p+1/q=1. Supongamos que existe una constante C' tal que:

)y < Cllxellaw) Vn, YE medible.

[t S (uxe)
Entonces, también existe una constante C tal que:

y < Cllxellcrw) Yn, YE medible.

[uSn(u™"xE)

Demostracion:
Los operadores (uS,)ou™' y (u™!S,) o u son adjuntos con respecto a w, es decir:

(2.19) / guSi(u fyw = / fu!

En efecto: para cada funcién h, sean ¢, (h) los coeficientes de Fourier de h; es decir,

cn(h) :/Rthw, Suh =" cx(h) Py,
k=0

donde {P,} son los polinomios ortonormales. Entonces:

/guS flw = Z cr(u™tf /gquw = Z ce(u™ fex(gu),

lo que, por el mismo camino, es igual a fR futS, (ug)w
Sea E un conjunto medible (podemos suponer que 0 < wa < o0). Entonces,
segun el lema 2.2:

IxruS, (v xE)|| L)
X Fl Lo (w)

[uSn(w™" xE)

i

) < sup
F

donde el supremo se toma en todos los conjuntos medibles F' de medida w posi-
tiva y finita. Ahora bien, si F' es uno de tales conjuntos y definimos G = {z €
Fiu(z)S,(u™txg,z) > 0} y H = {z € F;u(z)S,(u'xg,x) < 0}, de (2.19) se

deduce:

X FwSn (™ X E)| L1 ) :/XGUSn(u_1XE)w_/XHUSn(U_1XE)w—
R R
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/ XGuSn(u_le)w‘ +
R

/ XHUSn(U_1XE)w‘ =
R

/ XEulSn(uxg)w‘ +
R

/XEUlSn(UXH)w' <
R

< xeu ' Suluxe) L w) + Ixeu™" Su(ux o)l L w)-
De aqui se llega facilmente a que:

Sn ! w _ISn w
berusu el _ o ISl
F HXFHLQ(w) F HXFHLq(w)

Aplicando ahora, por este orden, el lema 2.2 y la acotacién débil restringida de los
operadores (u~1S,) o u, resulta:

HXEU_ISn(uXF)”Ll(w) s IxEl Lr(w) HXEU_ISTL<UXF)HL1(1U)

F X7 La(w) F IxFllpew) IXEl e (w)

< Cop INEIZ0) o1y
FlIXFllLaw)

de donde ||uS, (v xE)|

Examinaremos ahora la acotacion débil restringida con un peso para una me-

dida de Jacobi, cuando a, 3 > —1/2. En este caso, el intervalo de convergencia
en media viene determinado por las condiciones (2.8) y (2.10). El resultado es el
siguiente:
Teorema 2.13. Sean o, > —1/2, w(x) = (1 —z)*(1 +z)% en [-1,1] y S, el
operador suma parcial enésima del desarrollo de Fourier con respecto a la medida
dp(r) = w(z)dr. Sean 1 < p < oo yu(x) = (1 —2)*(1 + z)b. Si se verifican las
desigualdades

Liw) < Cllxellze@w),

2w) < Clixellzrw) v el lema estd probado.

@) atlrDG-g<q HEFNC-7 <
R2)  atlatDC-mz—p  bHEDE-5 =

entonces existe una constante C tal que

[uSy(u™ xE)| P(w) < Clixellzrw) Yn, VE medible.

Demostracién:
Descomponemos el operador S, en suma de tres operadores, Wy ,, Ws,, v W5,
tal y como se hizo en el teorema 2.9 y, con las hipdtesis (2.20) y (2.21), Wy, y
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W3, estdn uniformemente débilmente acotados, de manera que sélo hay que ver la
acotacion débil restringida uniforme de los operadores W ,,. Estos vienen definidos
por:

WQH(fa = n+1 / f 1_t2 Qn( ) ( ) dt:Pn-i—l('T)H((l_tQ)anwax)'

Tx—1

Se trata entonces de demostrar que, si se cumplen (2.20) y (2.21), existe una
constante C' tal que

y < Cllxellzrw)Vn, YE medible.

[ulWon(u™"xE)

Por la simetria de las condiciones (2.20) y (2.21) respecto de z = £1, basta probar
la acotacién precedente cuando E esté contenido en [0,1). La demostracién sigue
el siguiente esquema:

< C”XE”LP (w) Vn, VE C [0 1)

a) |Ixi—s/a3/quWon(utxE)
Pw) = CllxellLr@w) Vn, VE C [0,1).

b) [X(=1,-3/9uWan(u™" xE)
< CHXEHLP Vn, VE C [0, 1).

) ||X[3/41 UWQn(U XE)

En este ultimo apartado, tomaremos una sucesién de intervalos [, disjuntos, de
manera que (Jo—, Iy = [3/4,1); y, para cada k, hacemos [0,1) = Jg; U Jyo U Js,
donde la unién es también disjunta. Por consiguiente,

X3/ uWan(u™ xE) = D xpuWau(u™ ' xe) =Y X, uWan (U™ XEX )+
k k

+ Z X1, uWon (0™ XEXU,) + Z X W (U X EX L)
k K

Hay que tener presente que todos estos sumatorios constan, para cada x, de un
solo sumando no nulo. En el apartado c), probaremos:

) < CHXEHLP(w) Vn, VE C [0, 1).

Cl) H Zk XIkUWQ,n(u_leXJk1>
) < Cllxellr@w) Yn, VE C [0, 1).

2) |3 XnuWan(u™ " XEX 1)

) HZkXIkUWQH(u XEXJks)

Usaremos repetidamente las acotaciones:

(2.22)

P, < (1 = )~ Rat)/40q —(28+1)/4
{| ol = (1+2) Vo € (—1,1),

|Qn($)| S C(l — x)7(2a+3)/4(1 + m)f(2,8+3)/4
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que se deducen de (2.15), teniendo en cuenta que «, 5 > —1/2.

a) [Ix3/43/4uWan(u XE) | 12(w) < Cllxellzrw) Yn, VE C [0,1):

En [-3/4,3/4], 1 —x ~ 1y 1+ 2 ~ 1; asi que, usando las acotaciones (2.22),
resulta:

||X[—3/4,3/4]UW2,n(u71XE)||Lf(w) =
= [IX[-3/2,3/4)(£)w(2) Pagr (2) H((1 = *)u™ X £Qnw0, 2) || Lo (w) <
< Cllx-sasagH((1 = 2)u" XpQuw) || Lo 1=z (142)) <
< Clixi-s/a8/9H (1 — t2)u_1XEQ”w)||Lp((1—x)T(1+J:)S)7

donde podemos elegir r y s como queramos. Si conseguimos que esté acotado el
operador

(2.23) H : LP((1 — g)ptop@atD/Aq 4 g)bptf=p@B+0/4y (1 — ) (1 4+ 2)%),
entonces, como de (2.22) se deduce que:
|(1 o LEQ)U(QZ)ilQn(LC)w(%)‘ < C(l o x>17a7(2a+3)/4+a(1 + x)17b7(2ﬂ+3)/4+5 —

= CO(1— x)fa+(2a+1)/4(1 4 x)fb+(25+1)/4

Y

tendremos:
IX(=3/a3/0H (1 = )" X£Quw) || Lo((1—2)r (142)5) <

< H((1 = ) u ' xpQuw) || Lo((1—a) (142)) <
S 0“(1 - x2>u_1XEan||Lp((1_z)ap+a—p(2a+1)/4(1+a;)bp+ﬁ—p(2/3+1)/4) S
< Clixell o),

y habremos acabado.
Para la acotacién (2.23) de la transformada de Hilbert, es suficiente con que

(L= @) (1+ )", (L= @) e rCes/A(L o grtor@ i) € A3(—1,1)

para algin § > 1. Esta condicién equivale (por los teoremas 1.37 y 1.39) a las
siguientes desigualdades y sus analogas para s, by 3:

r>—1,
ap+a—pRa+1)/4<p-—1,
ap+a—pRa+1)/4<r

La segunda de ellas se cumple:

apta—pPH <p-leat B <BBE at(a+1)(;—3) < i< (220).

1
p
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Y, para las otras dos, basta tomar r suficientemente grande.
b) [IX(=1,-3/4uWon(u™XE)| 2 (w) < CllXElLr@w) Y, VE C [0, 1):
Puesto que E C [0,1), [xX(1,_s//(2)u(@)Wan(uxp, 2)| =

= X(—1,73/4}( )U(JI)Pn_H(:E)/ u(t) xe()(1 —)Qu()w(t) dt| <

rx—1

< Ox1mgy(@)u(a) | P ()] / 1) (1) dt <

< OX(—1,—3/a)(@)u(@) | Pogr ()] |(1 = )T el o) <
< Cllxell e w)x-1,-s/a (@)u(@) [ Pop ()]
este 1ltimo paso se debe a que [—a+1— (2a+3)/4]¢g+a+1 > 0:

[—a+1—(2a+3)/4l¢g+a+1>0< —a+ (1 —2a)/4+ (a+1)(1—=1/p) >0 &

S —a+(a+1)(1/2-1/p)+3/4>0<a+ (a+1)(1/p—1/2) < 3/4 < (2.20).

Por consiguiente, aplicando lo anterior y (2.22) se tiene:

X (—1,—379uWa(u XE) | L2 < CllxellLew)llx(-1,-3/4up,

< Clixellwra)IX-1,-3/a (1 + @) DA ooy,

Pero [|x(—1,—3/41(1 4+ 2)P =D/ 1o ysy < +oo: segiin el lema 2.7, s6lo hay que
comprobar que [b— (264 1)/4]p+ [+ 1 > 0;

b—ZRp+3+1>0eb+20 > 2B o pt (B4+1)(L - 1) > —1 « (2.21).

1
p
En consecuencia, ||X(_17_3/4]uW2,n(u_1XE)\
como queriamos demostrar.

) Ixp/anuWa,(u'xE) )y < Clixellzrw) Yn, VE C [0,1); para seguir con el
esquema antes expuesto, deﬁnlmos los siguientes intervalos:

< Clixellere) Yn, VE C [0,1),

I =[1—-27%1-27%1), Jer = [0,1 — 27+,
Jog = [L — 27K+ 1 — 27k, Jus = [1—27F21)
(k=12,3,...).

Evidentemente, se tiene que J;—, Iy = [3/4,1) y, para cada k, [0,1) = Jy U Jy U
Jr3; v las uniones son disjuntas en los dos casos.
No es dificil comprobar las siguientes propiedades:

(2.24) Vk, Ve el, 1 —x~27F
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e i
— | | ——1
0o L g
3+

2—k’+1
(2.25) Vk, Vt € Jyo 1 —t ~27F,
(2.26) Vk, Vo € I, Yt € Jiy 27" <1 -t <20z —t) <2(1 —1).
(2.27) Vi, Ve eI, Vt€ s 1 —t <272 <t—x<27F

cl) I3 X uWarn(u X eX ) 2wy < CliXEllLr@) Y, VE C [0, 1):
X1 (2)u(2)Wap (0™ X EX 50> ) = X1 (@) (@) Poga (@) H((1 = )u™ X pX 0y Quw, 2);

segin (2.26), x € I, = |H((1 — t))u xpxs,Qnw, T)| =
1 — 1
—1 —1

r—1

= [|u™ X EX 0 Qnll2r(w) < CllxellLew)llu™ X Qnl

la ultima desigualdad se deduce del lema 2.2 o de propiedades de los espacios de
Lorentz. Ahora bien, por ser 1 +t ~ 1 en Ji y por (2.22), (2.21), (2.24) y el
lema 2.7,

LI(w)»

L) < Ol (1 — 8)~@F0/a(1 - p)leth/a—a—(ats)/4)

|w™" X, @l Li((1—t)e) <

< O(1 —a)letVamamCardM |y (1= 1)~ Loy =
_ C(l _ x)(a+1)/qfa7(2a+3)/4.

Por consiguiente, z € I = |H((1 — t*)u ™ xgx ., Qnw, 7)| <

< Cllxellr@w)(1 = x)(oz+1)/qfaf(2a+3)/4;
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teniendo en cuenta de nuevo (2.22) y que el sumatorio consta en realidad de un
solo sumando, resulta:

> xn (@) u@) W (u XX, 2)| =

k

) Posi(2)H((1 = t*)u™ " XEX 5 @uw, 7)| <

< 0(1 . I)a(l . CL’) 2a+1)/4||XE||Lp ( i x)(a+1)/q—a—(2a+3)/4 _

= Cllxallaoy(1 = @)@V = Cllxpl| oy (1 — 7).

Aplicando el lema 2.7, se tiene, finalmente:

) < Clxsllorwll(1 - 2)~ Pw) S

|| Z XIkUWZn(uilXEXJkl)
k

< Cllxel e w)-

Con esto, queda demostrado el apartado cl).
2) |3 X0 uWan(u ' XX ) 12wy < CliXellr@) Yn, YE C [0,1): sea k > 2;
por (2.22) y (2.24),

||XIkUW2an(u_1XEXJk2>‘ LP(w) = Cllxnuln H((1 - t2)U_IXEXJk2an)||L£(w) <

< Cllxr, (1 — ) CoHDAH (1 — )u " X X Qu0, )
< C(27F) - Cat/trelp| v H((1 = ) u™ X pX g @nw, 7)

< C(27F)emCod AP H (1 — 2)u™ X pX 1y Qut0, @) || Lo ().

P(1-2)) =

Pldr) <

Debido a que la transformada de Hilbert es un operador acotado en LP(dz), esta
ultima expresion se puede acotar por:

O(Q—k)a—(2a+1)/4+a/PH(1 _ $2)U_IXEXJk2an”LP(dI);
y, por (2.25) y (2.22), esta se acota, a su vez, por:

CH(]' - x)a—(2a+1)/4+a/p(1 - IQ)U_1XEXJk2an||LP(dx) <

< O(1 = )" XEX 50 | o(an) < ClIXEX I 2 (w) -
P(w) < CHXEXJJCQHLP(U))

Por lo tanto, ||x7,uWan(u™ ' xEX,)
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Gracias a que las funciones yj, uWs, (v xgX.,,) son de soporte disjunto, se cum-
ple:

1D X uWou(w™ XX o) 1w < D IxnaWan (™ Xexsm) o
k k

Y, aplicando sucesivamente la desigualdad anterior y que ), x,, < 3, esta expre-
sion se puede acotar por:

C Z ||XEXJk2||§,P( OH ZXEXJkZ ||LP (w) = OHXE“
k

Es decir:
1D X uWan(u™ XX ) 1o < Clixellt,
k

y se cumple ¢2).

c3) | 22k X tWom (0" X 2Xis) 22wy < Clixell o) ¥n, VE C [0, 1):
Sea k > 2; por (2.27), el lema 2.2 y (2.22), resulta:

x €Iy = [H((1 — 2)u 'XpX s, Quw, x)| <

< /1 (1 = )ut) X)X OIQuBw) |\

- Ja |z — 1]

<2 [ (1= 2)ult) (00 (01 (e de <

1
< O2k||XEXJk3u_1(1 - t>QTlHL1 < CQkHXEHLp ||X=]kd 1(1 - t)QnHLg(w) <

< O2M||xpll o |1 — 1)ty

«((1=t)>)-
Calculemos ahora la norma [[(1 — ¢)7F1=CGat/4y ;1110 ey, mediante el le-
ma 2.7, teniendo en cuenta que Jyz = [1 — 27772 1):

[~a+1—(2a+3)/4g+a+1>0a+ (2a—1)/4+ (a+1)(~1/¢) <0<
& a+(2a—1)/44+(a+1)(1/p—1) <0 < a+(a+1)(1/p—1/2)—3/4 < 0 < (2.20);
por el citado lema,

||(1 o t)—a+1—(2a+3)/4 (1)) = C(Q—k)—a+1—(2a+3)/4+(o¢+1)/q'

X k3
Es decir:
x €l = |H((1- t2)u_1XEXJk3an,x)| <
< C(ka)faf(2a+3)/4+(a+1)/qHXE”LP(U)) _ C<27k)fa+(2a+1)/4 (a+1) /pHXE”LP
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< C(l - x)—a+(2a+1)/4—(a+1)/pHXE||Lp(w)7

por ser 1/p+1/q =1y por (2.24). Por lo tanto, utilizando (2.22):
X1, (@) (@) Won (4 X EX 00 )| =

= |x1 (2)u(@) Poa () H((1 = t*)u™" X pX 1y Qnw, @) | <
< Oxz, (1 = 2) "2 x| 1wy

0, lo que es lo mismo (los intervalos I;, son disjuntos):

> X @)w(@) Wa (4™ XX s 2)] < Cxiajan (1 = 2) "2 g o)
k

el lema 2.7 proporciona ahora la acotacién ¢3).
Con esto, el teorema queda demostrado.

El teorema 2.13 afirma que existe acotacion débil restringida, con un peso, en
el extremo superior del intervalo de convergencia en media. El lema 2.12 permite
establecer el mismo resultado para el extremo inferior:

Corolario 2.14. Sean a, 3 > —1/2, w(z) = (1 —2)*(1 + z)? en [-1,1] y S, el
operador suma parcial enésima del desarrollo de Fourier con respecto a la medida
dp(z) = w(z)dr. Sean 1 < p < oo y u(z) = (1 — 2)%(1 + z)°. Si se verifican las
destgualdades

a+(a+1)(l—)——)§}l, b+(6+1)(%—%)§i,
1 1 1 1 1 1

entonces existe una constante C' tal que

|uS,(u™" xE)| Pw) < Clixellzrw) Yn, YE medible.

Demostracion:
Es facil comprobar que con estas hipotesis existe, por el teorema 2.13, una cons-
tante C' tal que

[t S (uxe) || sy < Clixellzaw) Yn, YE medible;

basta ahora aplicar el lema 2.12.
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En el teorema 2.13, la condicién a, f > —1/2 se impone para asegurar las aco-
taciones uniformes (2.22) de los polinomios P,; en el caso a < —1/2 0 8 < —1/2,
dichas acotaciones no son ciertas y es preciso usar las estimaciones no unifor-
mes (2.15). No obstante, podemos repetir la demostracién del teorema 2.13, al
menos cuando u = 1. En este caso, si 1 < p < 00, existe convergencia en media si
y so6lo si:

@+DC-p <3 BHUG-7 <7
@+DC-3 >3 D=7 >

Cuando méx{«, f} > —1/2, el intervalo de convergencia no resulta (1,+o00) y
sera entonces cuando nuestro resultado implique la acotacion débil restringida en
los extremos de dicho intervalo. El siguiente lema es simplemente un resultado
auxiliar, necesario en la demostracién del teorema posterior.

Lema 2.15. Sean o > —1, 1 <p<oo, 1/p+1/¢g=1,0<r <1, n € N; supon-
gamos que se cumple: (a + 1)(% — 3) < 3. Existe una constante C, independiente
de r y den, tal que

[(1=8) (Lt~ Ol oy < C=r) DL 22/

Demostracién:

Distinguimos varios casos, segtun los valores de «, r y n.

a) si o > —1/2.

Como —(2a+3)/4 < 0, (1 — t +n~2)~Ca+3/4 < (1 — )=(2e+3)/4 + entonces:

1L =)(1 =t +n72) " ) (1))

Li(a-m) < =2 0 (O llsa-om);

Ahora,
g1 —-2a)/d+a>-1< (1-2a)/d+a/qg>—-1/q=

s (1-20)/44+a(l-1/p)>1/p—1<
e (1-2a)/4>(@+1D)(1/p—1)<3/4>(a+1)(1/p—1/2),

lo cual es cierto, por hipétesis. Por lo tanto, usando el lema 2.7,

1= D2 Gy Ol za-ney < 1= 1) o ()| zaa-oe) =
_ C(l _ r)(l—2o¢)/4+(oc+1)/q _ C(l . r)l+(20¢+l)/4—(oc+l)/p S
< C(l _ T.)lf(aJrl)/p(l —r 4+ an)(2a+1)/4.

b)sia<—1/2y1l—r<n2
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Como —(2a +3)/4 < 0, (1 —t + n~2)~ Gt/ < (n=2)=2a+3)/4 + Juego, por el
lema 2.7:
(1= )1 =t +n72) (O prape <

< (n72) 7P = )Xy ()3 (1) < Cln?)7CaFA(L —pytrlast/a,
Perol—r<n7?= 1—r+n‘2 <272 = (n72)" R/ < O(1—r4n~2)~Gatd)/4
asi que de lo anterior se sigue que:

(1= 6)(1 =t +n2) " 0 () 12—y <

< C(1 —r+n 2 @t — pyltleth/a -
= C(1 —r+n 2" Gt/ — p)l=eFl/p(] — pyatt <
<O —r 4+ n~2)~Qe¥d/A(] _ pyI=@tD/p(] g 2yekl -
= C(1 — 1+ n~2)@HD/A(] _ p)l-let)/p,
c)sia<—1/2yn2<1—r.
Teniendo en cuenta que 1 —2a >0y quet € (r,1) = 1—t < 1—r, resulta:

1= =t +n72) 7 o Ol a-ne) <

<@ =t 40202 0 ()] g ampyey <
< (1= 2y ooy < OO 74~ 0A(1 e
=C(1—r+n2)@FDA0 —p 471 — )1 — )t/ <
< C(1 = 7+ n~2)CeHD/A(] _ pyi-(et/p,

Este tltimo paso se debe a que

-2 -
2<l—r=1-r+n )1 -1r)*= (1+ n ) < C.

Con este, quedan estudiados todos los casos posibles y demostrado el lema.

Teorema 2.16. Sean o, > —1, w(z) = (1 —2)*(1 + z)? en [-1,1] y S, el
operador suma parcial enésima del desarrollo de Fourier con respecto a la medida
du(x) = w(zx)dz. Sea 1 < p < co. Si se verifican las desigualdades

(B +1)(
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entonces existe una constante C' tal que

1Sn(XE) ) < CHXEHLP Vn, VE medible.

Demostracién:

Podemos repetir la demostracion del teorema 2.13, con pequenos cambios, que se
deben a que no tenemos la cota uniforme (2.22) de los polinomios P,, aunque
st la de los polinomios @,,, puesto que estos son ortonormales con respecto a (1 —
7)1 + 2)*dr y tanto o + 1 como 3 + 1 son mayores que —1/2. Para los
polinomios P, utilizamos las cotas (2.15). Los apartados a) y b) no varian apenas.
En cuanto al resto:

1) 122k X6 Won (XX ) 200y < ClixellLr@w) Vn, VE C [0, 1):

Procediendo como en el teorema 2.13, llegamos a que:

€l = }H((l — tQ)XEXJkIan,I)‘ < Clxellwrw) (1l =z + n_2)(°‘+1)/q_(2°‘+3)/4.
Luego:

lek W27’L XEXJ}CU ) S

< CU— 24072 O gl gy (1 — 4 )Gk
= L=+ 02 gl < O =) el o

de donde se deduce cl), como en el teorema 2.13.

c2) || e xoWon(XEXs) 2200y < ClixEllzr@w) Y0, VE C [0,1): sea k& > 2; por
(2.15) y (2.24), se tiene:

Pw) S

HXIk W2,n(XEXJk2) | L

< C@7F 40 ?) VAP H((1 — )X X0 Quw, )| o (a0)-

Por la acotacién de la transformada de Hilbert en LP(dz), esta tltima expresién
esta mayorada por:

C@27F 4+ n72) 7P| (1 — 22) XX, Q0| o)
y, por (2.25) y (2.22) (para los polinomios @),,), esta se acota, a su vez, por:
C7" +n7?) P — 2)P(1 = 2°) XX 1o Q]| o (an) <

0(2 k+ ) (2a+1)/4(2 )1+a(2_k+n_2)_(2a+3)/4||(1—x)a/pXEXJmHLP(da:) <

<O +n7?) R X, | rw) < Clixexslw)
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Por lo tanto,
||XIk WZR (XEXsz)

A partir de esta desigualdad se demuestra la acotacion ¢2), como en el teorema 2.13.

c3) {1 225 X Wan(XeX o) | 2wy < Clixellew) Yn, VE C [0, 1):
Siguiendo la demostracion del teorema 2.13, obtenemos:

) S O||XEXJk2 ||Lp(w)'

x €l =|H((1- t2)XEXJk3an,:U)’ <

< C2¥(|xa o ll(1 = 0)(1 =+ 072" CF D s pye-
Por el lema 2.15,

”(1 _ t)(l — n72)7(2a+3)/4 T(1—1)e < C( ) a+1)/p(2 k +n” )(2a+1)/4’

de donde se sigue, mediante (2.15) y (2.24):

’ZXI;C Wzn XEXJkga )! < CX[3/4,1)(1 - l’) (1) /pHXE”LP

y se llega a la acotacién c3).
Con esto, el teorema queda demostrado.

De nuevo, del teorema anterior se deduce el mismo resultado para el extremo
inferior del intervalo de convergencia en media:
Corolario 2.17. Sean o, 3 > —1, w(z) = (1 —2)*(1 +2)% en [-1,1] y S, el
operador suma parcial enésima del desarrollo de Fourier con respecto a la medida
du(z) = w(x)dr. Sea 1 < p < 00. Si se verifican las desigualdades

1 1 1 1 1 1
Ni-—=)< = N-—-—=)< =
1 1 1 1 1 1
Di=—=)>—= D= —= —=
@+DC-3) >3 G+UG-3> 1
entonces existe una constante C' tal que

1S (XE)| ) < CHXEHLP (w) VN, VE medible.




§2. Comportamiento débil de las series de Bessel

El segundo sistema ortogonal que vamos a considerar es el de Bessel, {j,},
descrito en el primer capitulo. Segin vimos, se trata, como el de Jacobi, de un
sistema ortogonal sobre un intervalo compacto (en este caso, [0, 1]); la medida con
respecto a la que es un sistema ortogonal es x dx. Pero, a diferencia del de Jacobi,
no esta constituido por polinomios. Las expresiones necesarias para el estudio de
la convergencia en media, en particular la descomposiciéon de Pollard del nicleo,
no se deducen entonces de una teoria general, sino que fueron obtenidas de forma
particular por Wing ([Wi]) y Benedek y Panzone ([BP 1]).

Otra de las muchas propiedades de que no disponemos, en principio, es el
teorema 1.11, de Maté, Nevai y Totik, a partir del cual se deducen condiciones
necesarias para la convergencia en media y para la débil, como vimos en el apartado
anterior. Por fortuna, también esto ha sido obtenido de manera particular para el
sistema de Bessel, por Varona ([V], teorema 5.15), en un resultado que puede
formularse de la siguiente manera (a partir de ahora, mientras no se indique lo
contrario, todas las integrales se consideran sobre el intervalo (0, 1)):

Lema 2.18. Sea a« > —1 y J, la funcion de Bessel de orden «. Sean 1 < p <
+00, g una funcion medible y {r,} una sucesion de términos no negativos, con
lim,, oo 7y, = +00. Entonces:

2™ 2 Lol azy < C M (|72 Ja(ra) || Lo gpe do).

n—oo

donde C' es una constante que no depende de g ni de {r,}.

Observacion 2.19. En la demostracién del citado teorema 5.15 de [V] se prueba
la desigualdad anterior cuando r, = «,, siendo {«,} los ceros de J, en orden
creciente. Pero la tinica propiedad que se utiliza de {a,} es que lim,,_,, o, = +00.

Mediante el uso de la teoria de pesos A,, por un lado, y de este lema, por otro,
Varona encontr6 (véase [V], cap. V) condiciones suficientes y necesarias para la
acotacion

”SanLP(upxdac) < CHfHLP('Udez)a
donde

u(z) = 2(1 — 2)° H |z — x|, v(x) = 241 — z)P H |z — 23| P*,
k=1 k=1

con0<z <...<x,<1,A<a, B<b B,<b,yl<p<oo,ydondelS, esla
suma parcial enésima de la serie de Fourier con respecto al sistema de Bessel {j,}
de orden a.

60
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Esas condiciones son, como ya vimos en el primer capitulo:
1 1 a A a—A+ ,{1 a+1}

min{-, ——
4 4" 2 7

s T1 TS

pb>—1, pB<p—1, pbp > =1, pBr <p—1Vk.

El intervalo de acotacion en media es, por lo tanto, abierto y podemos plantear
de nuevo el problema de la acotacion débil, con un peso, en los extremos de
dicho intervalo. Aunque el resultado anterior es valido para cualquier o > —1,
nos limitaremos a partir de ahora al caso o > —1/2, debido a que entonces las
funciones de Bessel admiten la cota |J,(z)| < Ca™%/2 Vz > 0 (recordemos que
Jn(x) = 22| J0i1(a) | a(anz) , donde {a,} son los ceros de J, en orden cre-
ciente). Supondremos también desde ahora que u es un peso que viene dado por:

(2.28) u(z) = 2%(1 — x)bH |z — 2], con 0 <2y < ... <z, < 1.
k=1

De esta manera, min{1/4, (o« +1)/2} = 1/4 y las condiciones para

HSanLP(qudx) S C”fHLP(qudx)

o 1 3 1 1
S22 b, S<l-by Vs
p 4 2 P P
1 1 1 1
e S S
p 4 2 P P

Vamos a demostrar que estas desigualdades son necesarias también para la aco-
tacién débil. El procedimiento es similar al utilizado para las series de Jacobi en
la primera parte de este capitulo: suponiendo que alguna de las desigualdades no
es estricta, descompondremos cada operador .S,, en suma de varios, aprovechando
la citada expresién del nicleo de Wing y Benedek-Panzone; de estos sumandos,
probaremos, siguiendo las demostraciones empleadas para la acotacion fuerte, que
todos menos uno estan débilmente acotados uniformemente en n; finalmente, ve-
remos que el restante operador no esta uniformemente acotado. Para ello, necesi-
taremos el siguiente lema, version débil del lema 2.18 y que se deduce de él como
el lema 2.3 del teorema 1.11:

Lema 2.20. Sea o > —1 y J, la funcion de Bessel de orden a. Sean 1 < p <
+00, g y h funciones medibles y {r,} una sucesion de términos no negativos, con
lim,, oo 7, = +00. Entonces:

lha=72|

(gl dry < C Him ||hr)/? T (r,2)

n—~oo

Li(|glp dz)>

donde C' es una constante que no depende de g y h ni de {r,}.
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Un primer resultado es:

Proposicién 2.21. Sea o > —1/2, 1 < p < 00 y u un peso del tipo (2.28). Si
eziste una constante C > 0 tal que

150 f]

LE (uPz dx) < CHfHLp(upxdx) vfa vna

entonces se cumplen las desigualdades siguientes:

1 3 a 1 1
2.29 -< - == -<1-0 - <1-—10b, VEk;
1 1 a 1 1
2.30 -> - — -, - > —b, - > b, Vk.
(2:30) p 4 2 p p
Demostracion:

Podemos repetir la demostraciéon del lema 2.1 para nuestro sistema de Bessel (en
realidad, es valido para cualquier sistema ortonormal: no es necesario que esté for-
mado por polinomios) y concluir que la acotacién débil implica:

||jn||Lq(u*qzdI)||jn| LE (urz dzx) <CVn >0,

donde, como siempre, 1/q + 1/p = 1. Si ahora tenemos en cuenta que, de acuerdo
con (1.31),
jn(z) = CpJa(anz), donde lim C,/[(ray)?] = 1,

n—oo

entonces se sigue que

“O‘}L/QJCX(O‘WT)”Lq(u*qﬂcdw)“O‘}L/zJa(O‘nx” 2w dr) < CVn > 0.

Podemos aplicar a esta desigualdad los lemas 2.18 y 2.20, puesto que lim,, ., o, =
+00. Entonces, tomando limites inferiores, deducimos que

—-1/2

||l‘ ||L¢I(u*‘1zdz)||x_1/2| LY (uPz dx) < Ca

es decir:

Y2 e L(u 9z dx)

V% e LP(uPx dx).

La primera de estas condiciones equivale, segin (2.28), a:

(2.31) —q/2—aq+1>—1; —bg > —1; —brq > —1 Vk.
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Y la segunda, de acuerdo también con el lema 2.7, a:
(2.32) —p/2+ap+1>—1; bp> —1; byp > —1 Vk.
Las dos desigualdades estrictas se deben a que
eV e P(wPrde) = 1 € LP(vPrde) & 1 € LP(uPxd).
Examinemos (2.31):
—q/2—aqg+1>—-1<—-1/2—a>-2(1-1/p) & 1/p<3/4—a/2.

—bg>-1e-b>1/p—1<1/p<l-10

y lo mismo con by.
Luego se cumple (2.29). Las desigualdades (2.30) se deducen de (2.32), con lo que
la proposicién esta probada.

Lo que nos queda por ver es que si se tiene la acotacién Plupzdz) <
C\\ fllrupzazy Yf, Yy, por lo tanto, se verifican (2.29) y (2.30), no puede darse
la igualdad 1/p = 1/4 — a/2. Para ello tenemos que descomponer adecuadamente
los operadores S,,. Como vimos en el primer capitulo,

/K z,y) f(y)y dy,

con
Ko(x,y) = Jo(Mpx)Joy1 (M, )ﬂ—i-J(M ), (M:L‘)ﬂ—i—
n\L,Y) = Ja n a+1 nlY 2(y_£) o nY)Ja+1 n 2<$—y)
M, M, (xy)_l/z
Jo(Myx) i1 (Myy) ——— + Jo(Myy) Jog1 (M) ———— + O(1) ————
M, Jo(Myx)Jy (M, My Jo(Mpy) ot (M,
—i—O(l)(zy)a — ( f)_ —l2-1( y>y ( 2)_ +1( I)I+
y -z r? —y?
(zy)~'/?
1) ———— 1 e,
O™ + O()(ay)
Ademas, M,, — +o00. Definamos los cuatro operadores:
M, Jo( w1 (M,
Wi f (a / ;l( WY 1)y dy =
Y2 —x
M, Jo( a1 (Muy)y?
= [ Aot s B ),
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b My Jo(Myy) Jai1 (Myz)y
st = [ M

1 —1/2 1 ,..-1/2,1/2
ng(x)z/o ;gj_yl—_yf(y)ydy=/o %f(y)dy;

f(y) dy;

Wif(x) = / (2y)° f )y dy = / 2y f () dy.

Entonces, S, f = Winf + Wanf +OQ)Wsf + O(1)W,f. Bastard ver que con las
hipdtesis (2.29) y (2.30), Wa,,, W3 y W, estédn uniformemente acotados débilmente,
pero que los operadores W, no lo estan si 1/p = 1/4 — a/2. Usaremos repetida-
mente las siguientes equivalencias, que hemos comprobado en el transcurso de la
ultima demostracion:

(2.33) 7V e Li(ut2 dz) < (2.29);

(2.34) V% e LP(uPx do) < (2.30).

Empezamos por Wy:

Proposicién 2.22. Sia > —1/2, 1 < p < oo y se cumplen (2.29) y (2.30),
entonces existe una constante C > 0 tal que

IWaf

rwrzdr) < C| fllrwrede) VI
Demostracién: X X

Wi f(x) = /0 2y fy) dy = IC“/O y* f(y)y dy.
Por la desigualdad de Holder,

1
/O yaf(y)ydy’ < N fllzeury ay) 1Y | Lo u=ay ay) -

Como o > —1/2, ||[y*||lrau-ayay) < 1y rau-ayay < 00, en virtud de (2.33).
Luego
[Waf]

Asimismo, por (234)7 HzaHLf(quda:) < HLL'_1/2‘
probar,

LE (uPz dx) < C||f||Lp(up$d96)||xa| LY (uPzx dx)-

LP(wrzds) < OO Y, cOMoO queriamos

W4 f]

Para estudiar el sumando W3 necesitamos el siguiente resultado (véase [V],
lema 5.2) sobre el operador similar a la transformada de Hilbert que aparece en su
definicién:

LE (uPz dx) < CHfHLP(qudx)-
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Lema 2.23. Sean U yV dos pesos en (0,1), 1 < p < oo. Para que el operador
fo 5 dy esté acotado de LP((0,1),V dx) en LP((0,1),U dx), basta con
que pam algin d € (0,1) y algun 0 > 1,

a) (U, V) e A(d,1)
b) fo z)? dv < oo, fo —0/r=1) dg < o0,

Proposicién 2.24. Si a > —1/2, 1 < p < oo y se cumplen (2.29) y (2.30),
entonces existe una constante C' > 0 tal que

) S CHf”LP(u?’xdx) \V/f

Demostracion:
Si J es el operador del lema,

1 —1/2,1/2
Waf() = [ = pwydy = a0 ). ),

asi que
||W3f||Lf(qudm) < C||f||Lp(upxdx) \V/f And

A ||J/’_1/2J(y1/2f(y)7l’) Y (uPx dx) < C||f||LP(upxda:) vf <

& |lz gl preary < Clla™?gllLrwrear) Vg;

basta ahora demostrar que, para algin d € (0, 1),

(2.35) [ ) < Cllz™ || 1o ursan) V9,
(2.36) Iz~ ) < Clle™ 2 gllrura dn) V9.
Comencemos por (2.35). Sead € (0,1);0<zx<d,0<y<l=2—-z—y>1-—d,
luego
bogly)
O<z<d=|Jglz) = /0 Py ’_ - / 19(y)|dy-
Por tanto,

[ ) < Cllgllram 127 X002 (wpo az) <

< CHgHLI(dI)Hxil/Q L(uPz dx) < CHgHLl(dx)7
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esta dltima desigualdad, por (2.34). Aplicando ahora Hélder y (2.33):

1/2u_1)

||g||L1(dx) = ||(I_1/2Ug)(l'_ ||L1(mdx) <

< ||J:_1/2ug||Lp(xdx) ||JT_1/2U_1 ||L‘1(xd:p) =

~1/2

- ”Qf gHLP(uP:L"d:E)”x_l/QHLq(u*qmd:c) = O”x_l/QgHLp(upxdx)a

de manera que se cumple (2.35). Falta ver (2.36). Como x ~ 1 en (d, 1),
<

||=T_1/2X(d,1)Jg| Lf:(upxdx) S C||$_1/2X(d71)Jg”Lp(upxdx)
S OH‘]gHLP(UpX(d’l) dm)a

luego para (2.36) basta con || Jgl| ooy, de)y < Cllgllpourat-»/2 azy V-
Por el lema 2.23, para esto es suficiente con que, para algin § > 1,

a) (uPX(a,), WPz "P?) € Aj(d,1)
b) fod uP 41y dr < 00, fod(up:cl_pﬂ)_‘s/(p_l) dr < oo.
De b), la primera condicién se cumple trivialmente; en cuanto a la segunda:
d d
/ (uPat=P/2) =0/ =) g = / (w92~ 92)0 dx,
0 0

porque ¢ = p/(p—=1) y (1 =p/2)(=1/(p = 1)) = (1/p = 1/2)(=p/(p = 1)) =
(1/2—=1/q)(—q) =1 — q/2. Por ser u de la forma (2.28), existe un § > 1 tal que

d
/ (u™92 = Y2)0 dx < o0
0
si y solo si
d
/ w2 T dr < oo,
0

lo que es cierto, por (2.33). Sélo tenemos ya que comprobar que se cumple la
condicién a). Puesto que # ~ 1 en (d, 1), a) equivale a u?® € A,(d,1); lo cual, a
su vez, equivale simplemente a la integrabilidad en (d, 1) de u?® y de u~%, segtin
vimos en el primer capitulo (teoremas 1.36 y 1.39), por ser u de la forma (2.28).

Finalmente,
! bps > —1
/ uPdr < 0o & po = ;
d bkpé > —1Vk
1 —bgs > —1 —b5>1/p—1
/u_q‘sdx<oo<:> = & > 1/p
d —brgd > —1 Vk —bd > 1/p—1Vk

Estas desigualdades son posibles para algin 6 > 1 si y solo si bp > —1, bpp > —1,
—b>1/p—1y —br > 1/p—1, lo que es cierto por las hipétesis (2.29) y (2.30).
Por lo tanto, se cumplen a) y b), luego también (2.36), que, junto con (2.35),
demuestra la proposicién.
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Consideremos ahora los operadores W5 ,,. En su definiciéon aparece claramente
la transformada de Hilbert; haciendo uso de la teoria de pesos A,, vamos a probar
que estan uniformemente acotados:

Proposicién 2.25. Si a > —1/2, 1 < p < oo y se cumplen (2.29) y (2.50),
entonces existe una constante C' > 0 tal que

||W27nf||LP(upxd:r) S CHfHLP(uP:rd:):) Vf, vn.

Demostracién:
Haciendo el cambio ¢ = y* en la definicién de W,

M, Jo(Myy)Joi1 (Myx)x
Wof(a / DSt Mot)ty y) g,
z? —y?
se sigue:
My, Jo (Mt /?) Jyir (M) 1
Wonf(x / )_t“( ) f(t1/2)§dt:
1
= M Jasa (M) s H (M, 2 Jo (Mt'2) (#172), 2%),

donde H es la transformada de Hilbert sobre el intervalo (0, 1). Luego:
HWQ,anLP(uP;de) < CHfHLP(uP;L’dz) Vf, Vn &

(haciendo el cambio y = z?)

S NIWan (£, 9 o uirrzyp ay) < CUF G iouiyrzyp ay) Vf> Y0 &
& [|MY2 Joir (Muy )y 2H (MY T (Mt ) F (72, 9) | o gy /290 ay) <
< CIF W) o qugrrzyp ay) V> ¥n <
(cambiando g(y) = My/*Jo(M,y"?) f(y'/?) )

A ||Mi/2=]a+1(Mny1/2)yl/2ﬁg(y) HLp(u(ym)p dy) <

< CIIM, 2 Jo(Moy™ ) g 1o ugrrzye ay) V9, 1.
Ahora bien, si a > —1/2, Jo1(2) = O(27?), asi que:

|M1/2Ja+ (M, y1/2> 1/2| < CM1/2(M y1/2> 1/2 1/2 _ Cy1/4

’Mnfl/QJOé(Mnyl/Z)fl‘ > CM;1/2(Mny1/2)1/2 _ C’yl/4.
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Por lo tanto, para la ultima acotacién basta con tener:

Hx1/4HgHLP(u(x1/2)P dr) < Cllzg| LP(u(z'/2)P dz)

es decir:
||Hg||LP(u(w1/2)P:v1’/4 dzx) < C||g||LP(u(;B1/2)P:cp/4 dz)»
que es una acotacion de la transformada de Hilbert con un peso. Se cumplira si el

peso esta en la clase A,; pero antes simplifiquemos la expresién del peso. Partimos
de la férmula (2.28):

u(z) = 2*(1—2)" [ ] lo — 2.
k=1

En nuestro peso apareceran factores 1 — z'/2 y |x1/2 — x|. Pero:
11—z
1—z2= — " ~1-—2
14 21/2
’ |z — =
1/2 I " 2
Tt —xp| = ————— ~ |t —x
’ k‘ |x1/2+:ck| ’ k‘a
luego

u(x1/2)pxp/4 ~ xpa/2+p/4(1 _ x)pb H |z — x]%|l7bk
k=1
y todo lo que hay que comprobar es que

m
aPY/2HPIA(] — )P H |z — 22| € A,.
k=1

Pero eso, como hemos visto en el primer capitulo (teoremas 1.36 y 1.39), es lo
mismo que:
—1<pa/2+p/d<p-—1,

—l<pb<p-—1

—1 <pb, <p—1Vk.

Es una simple comprobacién ver que estas desigualdades se cumplen, por (2.29)
y (2.30):
—1<pa/2+p/d=1/p>—-1/4—a/2 < (2.30);

pa/2+p/d<p—1<1<p3/4—a/2) <« (2.29);
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—1<pb&s1/p>—b<«< (2.30),

y lo mismo con by Vk;
pb<p—1&1<p(l-0>) < (2.29),

y lo mismo con by, Vk.
De esta forma, la proposicion esta demostrada.

Hasta ahora hemos visto que, si se cumplen (2.29) y (2.30), entonces estan
débilmente acotados uniformemente tres de los cuatro sumandos en que descom-
poniamos los operadores .S,,. Para demostrar que los S,, no estan débilmente aco-
tados uniformemente si en (2.30) 1/p = 1/4 — a/2, hay que ver que no lo estan los
operadores W ,,.

Proposicién 2.26. Sea a > —1/2, 1 < p < 0o y u un peso de la forma (2.28).
Si se cumplen (2.29) y (2.30) y 1/p = 1/4 — a/2, entonces no existe ninguna
constante C' > 0 tal que

* (uPx dx) S C“fHLp(uPzdx) Vf, vn.

Demostracién:
De acuerdo con la definicién,

/ My Jao( MxJaH(M Y)Y

1
= MY2],(M,z / Mo Joir (Moy)y? £ (y) a0
y* —’ '
Sean ahora 0 < d < 1y f(x) = x@n(2) sgn(Jot1(Myz))|g(z)|z~1/? | donde sgn es
la funcién signo y g es una funcién medible que mas adelante concretaremos.
1 1
0<zr<d<y=— <
Y

Y

yQ—xQ

luego
0<z<d= [Wi,f(z) =

1/2 3/2

y? —:L"Q -

> Mi/Q\Ja(Mn-%)\/ MM T (M) |y ™?19(y)| dy,
d
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por lo que:

1
(Wi o f ()] > ( /d M,/ 2!Ja+1(Mny)|y1/2\9(y)!dy> M| Jo(My) | X 0,0) ().

Entonces:

[Winf]

L2 (uPx dx) < CHfHLp(upmdz) Vn =

1
= ( / M| Joir (M) [y~ 2\g(y)ldy) M2 T (M) X 0,0) || 22 (e ) <
d

< C“fHLP(uPa:dx) = CHX(d,l)g‘r—l/Q||Lp(upxdx)7
donde aqui la constante C' es la misma de la hipétesis y por consiguiente no depende

de g ni de d. Como lim,, ., M,, = 400, podemos aplicar los lemas 2.18 y 2.20 al
primer miembro de la desigualdad y obtenemos, tomando limites inferiores:

1
(/d v g(y)| dy) 272X (0.0)]

donde la constante C' no depende de ¢ ni de d.

Tomemos ahora 0 < d < r < z7, de tal manera que en (0,7) el peso u, que es de la
forma (2.28), es del orden de z%: u(x) ~ 2% en (0, r). Por hipdtesis, 1/p = 1/4—a/2.
Tomemos g = x(4,). Entonces:

L2 (uPz dx) < C”X(d,l)gxil/Q HLP(UPQT dx)»

) [y g)dy= [}y dy=log? ;

b) por el lema 277 ||"L‘71/2X(O,d)| LY (wpzdx) ™ ||$71/2X(07d)”L£(xaP+1 dz) — K7 inde-
pendiente de d, ya que —p/2+ (ap+ 1) +1=2p(—-1/4+a/2+1/p) = 0;

) X9 gy ~ Sy @72 de = [{ a7 de = log §.

Luego, de ser cierta la anterior acotacién, también lo seria esta:
r r
log — < C(log )"/
g5 < Clog )

Y esta es falsa, sin mds que hacer d — 07. Esto demuestra la proposicion.

Una vez que hemos estudiado la acotacién de cada uno de los operadores W;,
obtenemos el resultado sobre la acotacion débil para las series de Bessel:

Teorema 2.27. Sea a > —1/2, S,, la suma parcial enésima de la serie de Bessel
de orden o, 1 < p < 00 y u un peso de la forma (2.28). Si existe una constante
C > 0 tal que

1S f]

L2 (uPz dx) < CHfHLP(qudz) vfa vna
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entonces se cumplen las desigualdades siguientes:

1 3 1 1
S8 1o S<l—b Yk
p 4 2 j% P

1 1 1 1

e S S

p 4 2 P P

Demostracién:
No hay mas que reunir las proposiciones 2.21, 2.22, 2.24, 2.25 y 2.26.






CAPITULO III
Modificaciones de medidas por deltas de Dirac

§1. Caso general

Sea dp una medida positiva y de Borel sobre R con infinitos puntos de creci-
miento y tal que Vn > 0 3 [, 2™ du(z). Con estas condiciones, existen la sucesion
{P,}n>0 de polinomios ortonormales y la {K,} de nicleos correspondientes a d.
Por k,, denotaremos el coeficiente director del polinomio P,: P,(z) = k,a™ + ...,
con k, > 0.

Generalmente, han sido estudiadas medidas sin parte singular, es decir, pesos:
du(z) = w(x)dz. Es el caso de los polinomios clésicos (Jacobi, Laguerre, Hermite),
de los polinomios de Jacobi generalizados ([B], [V], [Nv]) y los pesos de Freud, entre
otros.

Por otro lado, gran parte de los resultados sobre acotacién de los polinomios or-
tonormales, convergencia en LP o L”*> de la serie de Fourier o propiedades asintoti-
cas dependen sélo de la parte absolutamente continua de la medida (véase [MNT 1],
[MNT 2], [R 1], [R 2], [V], lema 3.1, o el capitulo anterior, por ejemplo). Puede uno
preguntarse por el papel que desempena la parte singular; o, en otros términos,
comparar las propiedades de los polinomios ortogonales asociados a dos medidas
con la misma parte absolutamente continua. A lo largo de este capitulo estudiare-
mos el caso mas sencillo: modificaciones de medidas por deltas de Dirac; es decir,
medidas del tipo du+ MJ,, donde M es una constante positiva y d, indica la delta
de Dirac en el punto a: [, f6, = f(a) Vf.

En el caso de sopdu = [—1,1] y a = +1, los polinomios ortogonales con
respecto a du + Mo, se pueden expresar en funcion de los correspondientes a
du, (1 —z)dp, (1+x)dp o (1 —z)(1+ z)du (véase [K], por ejemplo) y de esta
manera es posible encontrar acotaciones y estudiar el problema de la convergencia
en media ([V], cap. IV). En el caso general, estas expresiones no son vélidas, ya
que x — a puede no tener signo constante en el soporte de la medida y (z —a) du no
serd una medida positiva. Segiin veremos a continuacion, una solucién es considerar
la medida (z — a)? du. Pueden verse resultados sobre este tipo de modificaciones
en [Go|, no sélo para medidas sobre R, sino, en general, sobre curvas de Jordan.

Dada una medida dp con una sucesién de polinomios ortonormales {P, }, de-
notaremos mediante { P} la sucesién de polinomios ortonormales con respecto a
(x —a)? du(z). En general, denotaremos mediante { P?1:%2% } la sucesién de poli-
nomios ortonormales con respecto a la medida (z —ay)?(x —az)?. .. (z—ay)? du(z).
Idéntico convenio adoptaremos con los ntcleos K, con las sumas parciales de la
serie de Fourier, S, los coeficientes k,,, etcétera.

El siguiente lema proporciona una primera relacién entre las sucesiones { K, },

{P.} y {P7}:

73
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Lema 3.1. Con la notacion anterior,

kn, ki
Ku(x,a) = ﬁPn(a)PT‘f(x) - kn; P,i1(a)Pi_(x) Vn > 1.

Demostracién:
Puesto que K,(z,a) = Y27 a;Pi(x), con a; = [p Ky(r,a)Pf(z)(z — a)* du(z),
s6lo hay que comprobar:

a) ;j=0,7=0,1,...,n—2;
ka
b) Op_1 = _ﬁPnJrl(a);

c) a, = Z—an(a).

Los apartados a) y ¢) son inmediatos, a partir de las conocidas propiedades si-
guientes (proposiciones 1.6 y 1.9):

/ R, (z)K,(z,a)du(x) = R,(a) ¥ polinomio R, de grado < n.
R

/ R (z)P(x)(x — a)* du(x) = r,/k® ¥ polinomio R, = r,z" + ...
R

En cuanto a b), usando la férmula de Christoffel-Darboux y que los polinomios P,
son ortonormales con respecto a du, tenemos:

et = / Koz, a) Py (2)(x — a)? du(z) =

~ [ (o0 = P2 (@) — )] du(o) =

- /R 1 B(a) P (1) — Poa (a) Pa(a)] POy (2) (& — a)dp(x) =

kn—l—l
e i
= =7 Punla) | Pu(2)[F1(2)(z — a)ldu(z) =
n+1 R
kn k?zfl szl
= - Pn = - Pn )
kn-l—l +1<a) kn kn+1 +1 (a)

como queriamos demostrar.

Con el objeto de encontrar acotaciones de los polinomios ortonormales y de
los ntcleos, es importante conocer la magnitud de los coeficientes que aparecen en
las féormulas que vamos a manejar. Frecuentemente, habra que restringirse al caso
de medidas de soporte compacto y parte absolutamente continua positiva en casi
todo punto:
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Lema 3.2. Sea sopdy = [—1,1], ¢/ > 0 en casi todo punto. Sea a € [—1,1].
Entonces,
.k 1
lim — = =
n—oo kd 2
Y

Demostracién:
El primer limite es una consecuencia de un resultado de Maté, Nevai y Totik
([MNT 2], teorema 11), del que se deduce, bajo las hipdtesis anteriores:

— = [ —a .
nlm ]{;n €xXp A ; 0g|Ccos 3

no es dificil comprobar que esa integral vale —47log2, Va € [—1, 1].
El segundo limite se obtiene a partir del primero, ya que de las hipdtesis se sigue
que lim,, o, 22— =1 (véase [R 1], pag. 212, o [MNT 2], teorema 10).

kn+1 2

Lema 3.3. Sea du sobre R y n > 1. Con la notacion anterior, se tiene:

(3.0 [ P = aduto) = Bt B
B2 PL@E-a = p ) - T i) SHi(a,a)
Demostracion:

Por ser un polinomio de grado n, podemos representar P®_, (x)(z—a) de la siguiente
forma:

@) =a) = Y aPi)

a
n—1

Igualando los coeficientes directores, resulta o, = kk—; y por relaciones de orto-
gonalidad, para j =1,2,...,n— 1:

o= [ P - ) dute) = [ Pr 0=

R r —a

(2 — a)” du(ar) +

+ /R Py (x)Pj(a)(x — a) du(z).
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: : Pj(x)—P;(a) . .

Pero la primera de estas dos integrales es cero, ya que ==—=—2L= es un polinomio
r—a

de grado j — 1 < n — 1 y los polinomios P son ortonormales con respecto a
(x — a)*du(x). Por lo tanto:

Por tltimo, ag = [ P*_1(2)(z — a)Pydu(z) = Po(a) [p Pi_i(x)(x — a)du(z), ya
que Py es constante.

Es decir:
ke, =
P y(z)(z —a) = ,Zn P (x) + Z Pj(a) /R Py_y(u)(u = a) dp(u) Py(z) =

_ ki—lpn(x) + [ /R P (u)(u — a) du(u)] Ko 1(2,0).

n

Tomando ahora x = a, resulta (3.1); sustituyendo (3.1) en esta férmula, se tie-
ne (3.2).

Con los resultados anteriores podemos encontrar ya una expresiéon para los
polinomios ortogonales con respecto a du+ Md, en funcién de los polinomios { P, }

y {Ps}:

Proposicién 3.4. Sean {P,} una sucesion de polinomios ortonormales con res-
pecto a una medida dp sobre R y {K,} la sucesion de los nicleos. Sea a € R;
denotemos por {P*} la sucesion de polinomios relativos a (x—a)? du(z). Si M > 0
y {Qn} son los polinomios ortonormales con respecto a du+ M0,, entonces existen
constantes A, B, € (0,1) tales que

(3.3) Qn(z) = AP, (z) + Bp(x —a)Py_y(x) Yn > 1.
Ademds, si sopdu = [—1,1], ¢/ > 0 en casi todo punto y a € [—1,1], se verifica:
(3.4) lim A, K, 1(a a)—;
. sl niin—1\W, - /\((l) + M’
M
3.5 lim B, = ——

donde A(a) = lim,,_. m € [0, +00).
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Demostracién:

Impongamos primero que P, (z)+ C,(z —a)P?_,(x) sea ortogonal a los polinomios
de grado menor que n, con respecto a du + MJ,. Basta con que:

(3.6)

/R[Pn(a;) +Cp(z—a)P*_ | (2)](x —a)’ [du(x) + Mé,(x)] = 0, j=0,1,....,n—1.

Sea j > 1;

/R (Pa(z) + Cole — a) P2y ()] (& — )Y [dp(x) + Méa(x)] =

- / [Pu() + Calz — ) P2, ()] (z — a du(x) = / Po(x)(x — a)du(z) +

R
4Gy [ Py (a)(o = (o - 0 dule)] =0,
R
por ser { P,} y { P%} ortonormales con respecto a du 'y (z—a)? du, respectivamente.

Luego sélo hace falta encontrar un C,, tal que se cumpla (3.6) para j = 0. En este
caso, se tiene:

/R [Pu(z) + Calz — a)PY, (2)][dja(x) + Mbu(x)] = MPy(a)+

" / [Pu(z) + Calz — a)P*, (2))du(x) = MPy(a) + C, / (2 — a) P2, () dp(x) =

k¢ 1
= Pn M — Cn nol )
(a) kn K,-1(a, a)}

de acuerdo con (3.1). Por consiguiente, tomando

k.

(37) Cn = Ma—nKn_l((l, (1),
kn—l
el polinomio P,(x) + C,(z — a)P?_,(z) es ortogonal a los polinomios de grado

menor que n; como C, > 0, se trata de un polinomio de grado n y coeficiente
director positivo. Luego, dividiéndolo por su norma, obtendremos el polinomio
ortonormal @),,.

1P () + Cu(x — ) Py (@) 2 dpuass,) = M Pula)*+

+ /R[Pn(x) + Cp(x — a)P*_(2))* du(z) = M P,(a)* + /RPn(ac)2 du(x)+
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e / PO (2)*(r — a)? du(x) + 2C, / Po(z)(z — )P, (x) du(x) =

k,a
= MP,(a)’ + 1+ Cp +2C, Z;_l’

por las propiedades de ortonormalidad de los polinomios P, y P¢. Sea:

j.a 1/2
(3.8) D, = [MPn(a)2 +1+C%+20, Z—l} :
entonces:
1 C, u
Qn(x) = D_nPn(x) + D_n(x - G)Pn—l(x)a

es decir, (3.3); y como de (3.8) se sigue que D,, > 1y D, > C,, resulta que
A, B, € (0,1), como querfamos demostrar, siendo

1 Cp
3.9 Ay = —,  B,==".
(3.9) D D,
Ahora supongamos que sopdu = [—1,1], ¢/ > 0y a € [-1,1]. Con estas condicio-

nes, en la relacién de recurrencia
.Tpn(l') = an-i—lpn-i-l(x) + ann(x) + anPn—l(x)

se cumple que lim,, . a, = 1/2 y lim,,_,, b, = 0 (teorema 1.8). Y por lo tanto
(véase [Nv], teorema 3, pag. 26):

P 2
lim @)
n—oo n—l(xa CE’)

=0Vze[-1,1].

Como K,,_(a,a) > PZ, Kfl((agz)Q < C’Kffg‘zfa). Luego:

P 2
(3.10) lm 1 @”

n—oo n—l(a> (1)2
Por otro lado, de (3.9), (3.8) y (3.7) se sigue que:
1 D,

A K, _1(a,a) a K, 1(a,a) N

Pa(a) 1 Ch 2k, v
K, 1(a,a)?  K,_1(a,a)?> K, 1(a,a)®> k,K,_1(a,a)? N
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Por ser ¢/ > 0 en casi todo punto en [—1, 1], lim,, kzzl = 2 (véase [R 1], pag. 212,

o [MNT 2], teorema 10; k;,/ k11 es el coeficiente a,,1 de la relacién de recurrencia
antes citada); del lema 3.2 se obtiene que:

K ki1 kn
(3.11) lim = lfm —H!

n—oo k| n—o0 k9| ks

= 1.

Llevando (3.10) y (3.11) a la férmula anterior, resulta:

Ii L
m — =
n—oo A, K, _1(a,a)

1/2

P,(a)? 1 o k)’ oM

=1 M M =
s K, 1(a,a)? * K, 1(a,a)? * ke, * K, 1(a,a)

— [Ma)® + M2 +2MA(a)] " = Ma) + M,
es decir: (3.4). Y entonces, de (3.9), (3.7) y (3.11) se deduce (3.5):

) ) kn M
lim Bn = lim AnM—Kn 1(&,&) = m,

n—o0 n—oo k%—l B
con lo que la proposicién queda completamente demostrada.

Observacién 3.5. Si P,(a) = 0, debe ser @),, = P,, como se deduce de que, si R,
es un polinomio de grado menor o igual que n,

/Pan[du + Mé,] = / P,R,du+ MP,(a)R,(a) = / P,R, dpu.
R R R

Esto no contradice la proposicion 3.4, porque, en este caso,
(3.12) Po(z) = (x — a) Py, (x),

lo que puede demostrarse facilmente, teniendo en cuenta que (x —a) ™' B,(z) es un
polinomio de grado n — 1 y, si R,,_1 es otro polinomio de grado menor o igual que
n—1,

/R (& — a) " Pa(e) Ry (2) (& — a)? dp(z) = / Po(2) R (1) — a)dp(z).

En particular, k, = k%_,. En (3.8) se tiene entonces D,, = 1 + C,, y sustituyen-
do (3.9) y (3.12) en (3.3) resulta Q,, = P,.

A continuacién, obtenemos unas relaciones entre los nucleos K, y K y los
correspondientes a du + Md,:
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Proposicién 3.6. Sea {K,} la sucesion de nicleos de una medida du sobre R
y sean {K*} y {L,} los nicleos de (x — a)?du(x) y du + Mb,, respectivamente,
donde a € R y M > 0. Entonces:

(3.13) (v a) / K2 (e, 9)( — a)du(z) = 1 - %

B14) (- a)y— K (r,y) = Ka(z,y) - %K( )

(3.15)

o) = T o K00+ T s = )y = K () =
_ MK, (a,y)
= K,(x,y) — T+ MK, (a, ) K,(x,a).

Demostracion:
Es conocido que, por ser { K%} los nicleos relativos a la medida (z — a)?dpu, si R,
es un polinomio de grado menor o igual que n se cumple:

(3.16) / Ro(2)K%(x,y)[(z — 0)? du(z)] = Ru(y), Yy € R.

Realmente, esta propiedad define los nicleos relativos a una medida cualquiera.
Sean {P,} los polinomios ortonormales con respecto a dpu. Si hacemos

(3.17) (. —a)(y —a)K°_, Z@]

entonces Vj > 1,

=(y—a) | K (z,y)P(z)(x —a)du(z) =

—(y—a) [ K@,y RO ZF@

R T —a

x —a)? du(z)+

(y - a)P,(a) / K\ (2,9)( — a) du(z).
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Pero como w es un polinomio de grado j — 1 < n — 1, de (3.16) se sigue
que:
BI8) o) = B~ P0)+ =) [ K - ) o)

También oy responde a esta formula, ya que, por ser Py constante,
0ly) = [ (@~ a)ly — QK (o) Pole) dle) =
R
~ (- OPla) | Kz \(w0)le - @) du(o) =
R

— Po(y) - Pola) + —CLPO/ (@) (@ — a) dp(z).

Sustituyendo (3.18) en (3.17), resulta:

3
3

(@ —a)(y —a)Ko 1 (2.y) = ) Pi(y)Pi(x) = ) Pi(a)Pi(x)+

es decir:

(3.19) (= a)(y — ) K, (2,y) = Kn(2,y) — Kn(z, a)+

+(y —a)K aja/ L, y) (u— a) du(u).

Haciendo z = a, resulta:
0= Kn(a,y) — Kn(a,a) + (y — a) Kn(a, a) / Ky (u,y)(u — a) dp(u);
R

de aqui se obtiene (3.13). Sustituyendo (3.13) en (3.19), sale (3.14). Y a partir
de (3.14) se deduce la segunda igualdad de (3.15). Sélo hace falta demostrar, por
ejemplo, que

MK, (a,y)

(3.20) Ln($7y) - K"(I’ y) B 1+ MKn(aa a>

K,(x,a).
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Para ello, podemos probar que el miembro de la derecha cumple la caracterizacion
analoga a (3.16) de los nucleos L,, es decir, que si R, es un polinomio de grado
menor o igual que n, se verifica:

B21) [ Kl = S o, Bu)ldae) + M) = R

Puesto que los niicleos K, si cumplen que [, K, (x,y)R,(z) du(x) = R,(y), tene-
mos:

[ Rt - Y Kn<:c,a>} Ro) () + M, ()] =

1+ MK, (a,a)
= [ K Ralo)dute) - 25 s [ Koo Rufe) o)+
MKn(a,y) B
+MK,(a,y)R,(a) — T+ MK, (a.q) MK,(a,a)R,(a) =
= Ro(y) — Thiries Ry (a) + M, (a,y)Ru(a) — S pss MK, (a,0) Ry (a) =
= Ra(y),

luego (3.21) se cumple y por lo tanto (3.20) y (3.15), que es lo que faltaba por
demostrar.

Corolario 3.7. Sea { K, } la sucesion de nicleos de una medida du sobre R. Sean
ai, as,...,ax € R y distintos, My, My, ..., My > 0 y {L,} los nicleos correspon-
dientes a la medida du + Z?Zl M;dg,.

Para cada subconjunto {a;,,a;,,...,a;} de {ay,...,a.}, sean {K;"" ">} os
nicleos de (x—a;, )*(x—aj,)?. .. (r—a;.)? du(x) fincluye el caso {aj,, aj,, ... a; } =
0 — {K,},du/. Entonces:

(3.22) Ly(2,y) =

= ZAn:jl ..... i@ —ag). . (x—a;)y—aj,) .. (y—a;, ) K77 (2,y),
donde el sumatorio lo es en los subconjuntos {j1,...,75.} de {1,... .k} y
(3.23) V> A =1 0< Agi g Vit e
Demostracién:

Por induccion sobre el nimero k de deltas de Dirac, a partir de la primera igualdad
de (3.15), que puede escribirse de forma més simple como:

(3.24) Ly(z,y) = A Kn(2,9)+(1—A)(x—a)(y—a)K°_ (z,y), 0<A, <1,
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siendo {L,,} los nicleos de dy + MJ,. Por lo tanto, (3.22) y (3.23) son ciertas para
= 1. Supongamos que lo son para un k — 1 y probémoslo para k.

Dada la medida du + Z;?:l M;d,,, consideremos la medida du + Zf;ll M;jda; y

denotemos por {J,,} sus nicleos. La medida du + Z?Zl M;d,, se obtiene a partir

de dp + Z;:i M;é,, anadiendo una delta de Dirac en ay, luego es vélida una
expresion andloga a (3.24). En ella apareceran los nucleos J,, y los nicleos J% de

la medida
k-1 k—1
(z — ap)? (d,u + Z Mj5aj> = (v —a)?dp + Z(aj — ak)QMjéaj.
j=1 Jj=1

Como esta se obtiene anadiendo a (z — a;)?du k — 1 deltas de Dirac, sus niicleos
satisfacen (3.22) y (3.23). Es decir:

Tk (2, y) =
=3 A @ = 05) (2= )y = ) (g = 0 )KL (),
donde el sumatorio lo es en los subconjuntos {ji,...,7,.} de {1,... .k — 1},

Vn ZA”J1 ..... G = ]_, 0< ATL,jl ..... s \V/jl, . 7]}.

De la misma manera, para los ntucleos J, se obtiene:

In(T,y) =
= Bugiei 0= a5) (2= )y = ) (g — a3 ) K02 (),
donde el sumatorio lo es en los subconjuntos {ji,...,7,} de {1,... k — 1},

Vn ZBn,jl ..... G = 1, 0< Bn,j1 ..... r le, . ;jr~

Interpretando la férmula (3.24) para los nicleos L, de du + 25:1 M;d,,, resulta:
para una constante C,,, con 0 < C, < 1,

Ln(xay) = Can(x,y) + (1 - Cn)(m - CLk;)(Q - ak)JZQ(%y) =
- Cn Z B”vjl ----- jr (‘T - a’jl) N (x - a’ﬂr)(y - ajl) e (y - ajr)KZil;...,ajT (I7 y)+

+(1 = Co)(@ —an)(y — ar) Y Anrjo e (@ — a5) - (y — a4 )5 (2, y);

y es inmediato comprobar que esta expresion es (3.22) y (3.23). Por el principio
de induccion, el corolario es cierto.
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Estudiemos ahora la convergencia de la serie de Fourier relativa a una medida
del tipo du + Zle M;é,,. Los resultados siguientes permitirdn relacionar esta
convergencia con la de las series relativas a las medidas (z —aj,)*(z —aj,)?. .. (z—
a;,)? du(x). El primero de ellos es:

Teorema 3.8. Sea du una medida sobre R que admita una sucesion de polinomios
ortonormales. Sean a; € R, M; >0 (i=1,...,k) ydv =du+ Zle M;é,,. Sean
también uq, uy y v tres pesos, 1 < p < oo y 1/p+ 1/q = 1. Supongamos que
p({ai}) =0, ui(a;)us(a;) < +oo, 0 < v(a;) Vi.

Sean, por ultimo, {L,} los nicleos con respecto a dv y:

(3.25) 5.() = [ L) f@)avty);
(3.26) Tof(x) = /R Ly(z,y) f(y) du(y).
FEntonces:

AC > 0 tal que ||urS,f

Lf(ugdl/) S C||f||L1’(v1”du) Vf c Lp(’l)pdl/), Vn c N <

lur T f e apy < Cllfllzreapy Y € LP(0P dp) ¥ € N,
< ui(ai)uz(a)|| Loz, ai)||lLa-aan < C Vn € N Vi,
w1 L (2, ai) | 2oz awy < Cv(ai) Vn € N Vi.

Y la misma equivalencia es cierta sustituyendo las normas débiles por normas
fuertes. (La constante C no tiene por qué ser la misma en las cuatro desigualdades.)

Demostracion:
Supongamos que |[u1 Sy f1| 2wz avy < C|l fllzowr avy V£, n. A partir de (3.25) y (3.26),
se sigue:
k
(3.27) Snf (@) = Tof(x) + > MiLn(z, a;) f(a:).
i=1

Dada f, definamos g(z) = f(x) si  # a; Vi, g(a;) = 0 Vi. Puesto que u({a;}) = 0,

tenemos:

Sng=Tog =Tof v N9lrwravy = l9llowr apy = 1f | o wr apy-

Luego:
HulsngHLf(ugdz/) < CHQHLP(deV) =
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(3.28) = |l T f]

LY (ub dv) < CHfHLP(UPdu)‘

Por otra parte, tomando f = x{q,; resulta S, f(x) = M;L,(x, a;); luego:

e dvy = Millur Lo (z, ai) | o (up av)
¥ I fllzer dv) = Mil/pv(ai). Por lo tanto:

[u1.5n f]

ez dvy < Cllfller avy = llunLn(z, ai) | 2z avy < Colai).
De (3.28) y esto ultimo, tenemos:

(3.29) 1S f]

LY (ub dv) < O||f||Lp(’UpdV) Vfan A

N Do f ez avy < Cll Lo aw Vf V0,
HUan(l’, al)| LE (ub dv) < Cv(ai) Vn Vi

(la implicacién [<=] se deduce de (3.27), teniendo en cuenta que

Lf oo dpry, v(@i)|f(ai)| < llzeer av))-

La misma demostracion sirve con normas fuertes.
Veamos la segunda condicién de la derecha de (3.29):

Lo, ) gy = SUD S ua(Pdu(z) =
LY (uf dv)
o y>0 ur|Ln(,a:)|>y

k
= sup y? / [uy dp + Z uz(a;)? Mjda,] <
u1|Ln(z,a:)|>y j=1

y>0
k
< (sup Y / uh du) + 3 us(ay)P M, (sup T / 5%.) ,
y>0 u1| Ly (z,a:)|>y =1 y>0 u1|Ln (z,a;)|>y
es decir:
(3.30) ||u1Ln(x,ai)||’£€(ugdy) <
k
< s L, @) [ o gy + D w2V My (az)P | L (az, ;) P.
j=1

Pero, por la desigualdad de Schwarz, |L,(a;, a;)| < Ly(a;, a;)"2 Ly, (a;, a;)/2. Como
la medida dv = du+ Zle M;d,, tiene masa en a;, los ntcleos en a; estan acotados:
L,(a;,a;) < C ¥n € N. Esto puede deducirse de (3.15), con x = y = a;; o bien de
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la propiedad de los niicleos de ser los inversos de las funciones de Christoffel, que
a su vez son minimos de ciertas integrales (véase [Nv], pdg. 4, por ejemplo). Por
lo tanto, de (3.30) se tiene:

k
Huan(x, a’)Hig(ug ) < ||U1Ln(377 ai)”ii(ugdu) + CZUZ(aj)pUI(aj)p.

j=1
Y, puesto que u;(aj)us(a;) < 400 Vj, esto significa:

Huan(maai)Hig(ugdy) < luy L (, az’)”ig(ugdu) +C.
Evidentemente, también es cierto que:

[[ur L (2, a:) |17

L2 (ub du) S ||U1Ln(xv ai)Hp

LE (ul dv)’

es decir: Huan(I’ai)Hii(ugdy) < Cv(a;) & Huan(:I:,a,-)H’zg(ugdﬂ) < Cv(a;). Por

consiguiente, podemos dejar (3.29) en:

(3.31)

(ud dv) < OHf”Lp(UpdV) Vf,n And

N (ub dv) < CHfHLp(Upd,u) Vf VTL,
|ui Ly (2, a;) Pl dpy) < Cv(a;) Vn Vi

El mismo proceso puede hacerse con normas fuertes.
Ahora examinemos la primera condicién de la derecha de (3.31).

[ T f e s a0y = SUPY” / uhdy < supy” / s dp+
u|[Tn f(z)[>y u|Tn f(z)|>y

y>0 y>0

+zu2 o Misupye [ s = T I
ut|Tn f(z)|>y

y>0

k
+ Z us(a;)” Miu (a;)P| T f(ai) [P,
i=1
y la misma desigualdad se cumple con normas fuertes. Puesto que también

||U1Tnf||i§3(ugdu < lw T, f” (uf dv)

Milu(ai)us(ai) T f(ai)|” < Jlua T fI[7

pdl/
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(igualmente con normas fuertes), se tiene:

(3.32) lur T f|

LE(ub dv) < CHfHLp(Updu) vf?” g

& [u T, f]

vV n.
Ahora bien: || f|| owe dau) = | fV] Lr(dp):

g ) < Cllfllzoe apy ¥ wilai)ua(ai) [T f(ai)| < C|| fllLeor aw

T (as)| =

[ Bates ) du(y)' _

/R Lu(as, 9)o(y)™ F(y)o(y) du(y)|

Luego:
i (a;)uz(a)|Tof(ai)| < Cl|fllLer ) VI € LP(0" dp) <
& uy(a;)uz(a;) || La(as, y)o(y) " Lo < C <
< up(ag)ua(ai)l| La(ai, y)l La-aap) < C,
lo que, llevado a (3.32) y de ahi a (3.31), se convierte en lo que teniamos que

demostrar.

Observacion 3.9. Las condiciones u;(a;)uz(a;) < +00y 0 < v(a;) Vi son necesa-
rias para la acotacién débil o fuerte, segiin se desprende de las condiciones (2.3)
y (2.4) del teorema 2.4, que son, respectivamente, u; € LP(ubdv) y v=! € Li(dv).

El resultado anterior puede demostrarse también para la convergencia débil
restringida, con pequenos cambios:

Teorema 3.10. Con la misma notacion del teorema 3.8, se tiene:

AC > 0 tal que ||u1SnxE|

et ar) < Clixellorweayy YE medible, Vn € N &

HulTnXEHLf(ugdy) < CHXE”LP(de,u) VE Vn € N7
< S u(ag)ug(a;) || L, ai)v(2) 7P| Lae gy < C Vn € N Vi,
Jur L (2, ai) | oo any < Cv(ai) Vn € N Vi

Demostracién:
Repitiendo la demostracién del teorema 3.8 con funciones del tipo xg, llegamos
sin ninguna variacién a (3.31) y (3.32), es decir:

(3.33) |u1SnXEl

LE(ub dv) < CHXEHLP(U”dV) VE, VneN <

| ToxEelle s aw < Clixellwr@raw VE Vn € N,

- ul(az)ug(az)|TnXE(al)| < CHXEHLP(UPd,u) VE Vn € N VZ,
Huan(:c,ai)| LE (b dp) < C’U(CL» Vn € NV:




88 MODIFICACIONES POR DELTAS DE DIRAC

Veamos la segunda condicién:

(3.34) wi(ai)uz(a:)|Toxr(a:)| =

= uy(a;)us(a;)

/memmmwwsommmmw
R

Esta condicion equivale a:

(3.35) ul(ai)Uz(ai)/RILn(ai,y)le(y) dp(y) < Cllxellzewr ap)-

En efecto: es evidente que (3.35) = (3.34); para el reciproco, basta descompo-
ner £ como unién de los conjuntos Fy = {y € E;L,(a;,y) > 0} y By = {y €
E; L,(a;,y) < 0}, con lo cual resulta

ul(ai)uQ(ai)/RILn(ai,y)IxE(y) dp(y) = i (a;)uz(a;) /RLn(%y)XEl(y) du(y) |+

+ug (a;)uz(a;)

/ia%wnmwmwﬂsmwmmwww
R

_'_CHXEz ||LP(UP dp) < 2CHXEHLP(11P du)-

A su vez,

ul(ai)Uz(ai)/ | Ln(ai, )| xe(y) du(y) < Cllxel|lrwr a) YE <
R

| Ln (@i, ¥) X el L1 (dp)
||XE||Lp(vpdu)
| Ln(ai, v)v(y) PXEl| L (or du

Xl Le(wp dp)

<(CVE &

< uy(a;)us(ay)

)§C7

< uy(a;)ug(a;) sup
E

tomando el supremo en todos los conjuntos medibles £ de medida v? du finita y
positiva. Pero, segin el lema 2.2, esto equivale a:

uy (a;)uz(aq)|| Lo (2, ai)v(z) || L2@r apy < C VR € N VI,
con lo que, sustituyendo en (3.33), el teorema queda demostrado.

Observacion 3.11. De idéntica manera se prueban resultados similares al del
teorema anterior, cuando el peso v se coloca en otro lugar o incluso se reparte.
Por ejemplo, para la acotacion |luyS, (v xe)l 2wz a) < Clixel Lr@y) se obtiene lo
mismo, cambiando la segunda condicién por uy(a;)us(a;)|| L (z, a;)v(z) ™!

Li(dp)-
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De las tres condiciones del teorema 3.8 que equivalen a la convergencia de
la serie de Fourier, dos de ellas se refieren a la norma de los ntucleos. La otra,
en cambio, es la acotacion uniforme de unos operadores similares a las sumas
parciales de la serie de Fourier, pero sin las deltas de Dirac. Para acotar estos
operadores puede utilizarse en algunos casos la descomposicion de Pollard de los
nicleos (véase [P 1]), una vez que se hayan encontrado cotas adecuadas para
los polinomios ortonormales con respecto a la medida con deltas. Sin embargo,
podemos encontrar un método mas corto, al menos para la convergencia en media:

Proposicién 3.12. Sea dv = du + Zle M;d,, como en el teorema 3.8. Para cada
subcongunto {aj,,a ..., a;} de {ai,as,...,a,}, denotemos por {Sp" >} Ia
suma parcial enésima de la serie de Foumer con respecto a la medida

dpton e = (3= a3, (o = i) (0 = ;) dp(a)

[incluye el caso {aj,,aj,,...,a;}=0— {S,}, du/.
Si para cada {a;,,a;,,...,a;}, eviste C > 0 tal que Yn € N, Vf € LP(vPdp) se
tiene:

sl = ay,] -+ & — a, S0 iy <

P ([uzlz—aj, |~2/P-|z—a;,|~2/P]P dp®in

(3.36) < Clf N o (ola—ay, 11277 o—ay, 1=2/v]p dpin =51y,

entonces también existe una constante C > 0 tal que:

Y lo mismo sucede sustituyendo normas débiles por normas fuertes.

P dy) < CHfHLP('UPd,u,) Vn € N, Vf S Lp('l)p du)

Demostracion:
Puesto que

L/@—%J~(y—%JK?fWWLwﬂwdmw:

gy sty f(y) o
K Jl’ g Jr y) d,u“ﬂl’%"“’“” —
/ (y—a;)...(y—aj)
— SZ\E;""ajT( f(y)
(y—aj)...(y—a

y@,

del corolario 3.7 obtenemos:

T, f(x) = / Lu(a,y) () duy) =
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ajl,..l,a,jr f<y)
= ZAn,jl,...,jr(x_ajl)"'<x_aj7”)sn7r ((y—CL ) (y_a
1) - Jr

donde el sumatorio lo es en los subconjuntos {j,...,5.} de {1,... k} y

)7‘7;)’

vn ZAn,jl,...,jr =1,0<Anj, g Vi1, e
Basta entonces demostrar que:

f(y)
(y—aj)...(y—aj)

< CHfHLP(deﬂ) Vn e N, Vf € LP(vPdp).

)|

Juilz —ag| ... |z — ajr|SijlleajT( LRl dp) =

Es decir:

Jur |z — aj,| . |2 = a, |27 Fllzs ap <
< Clf(x)|lr —ay|. .. |z — aj, || Lo ap Y1, Vf.

Y esto no es més que (3.36), ya que

[us(a@)|e — a, |27 o = ay |27)7 ot = b dp

(o)l = a2 — g, [2R) dueeie =
= (o)l — ap | |o— o, )" dp.

Por lo tanto, la proposicion es cierta.



82. Pesos de Jacobi generalizados mas deltas de Dirac

En este apartado aplicaremos los resultados del anterior cuando la medida de
partida es un peso de Jacobi generalizado. Como ya se vio anteriormente, por tal
se entiende un peso sobre el intervalo [—1, 1] de la forma

(3.37) w(z) = h(z)(1—2)*(L+2)" ][l -t

i=1

nox e [-1,1],

donde
a) a/aﬁ?’)/i > _17 t’L € <_171)a tz 7& tj VZ %ja

b) h es una funcién continua y positiva en [—1,1] y w(h,d)d~' € L(0,2), siendo
w(h,0) el médulo de continuidad de h.

Para estas medidas se conocen cotas de sus polinomios ortonormales, estima-
ciones asintéticas de sus nucleos y el intervalo de convergencia de la serie de Fourier
en media, con pesos del mismo tipo (véase [Nv], [B]). Un resumen de estas propie-
dades se expuso en el capitulo I.

El problema que vamos a abordar es el de la convergencia en media de la
serie de Fourier de polinomios ortonormales con respecto a una medida dv(z) =
w(x) de+ ¥ | M;d,,, donde Vi 0 < M;, a; € [-1,1] y donde w es un peso de Jaco-
bi generalizado. El caso particular de un peso de Jacobi y las deltas situadas en los
puntos {£1} fue resuelto por Varona (véase [V], cap. IV) manipulando cuidadosa-
mente estimaciones asintdticas de los polinomios de Jacobi en las que intervienen
funciones de Bessel. Poniéndolo en relacion con este, fue resuelto asimismo el caso
de una medida (1 — 22)%|z|” + Mdg(x) + Nd_1(x) + Né;(z). Sin embargo, para
pesos del tipo (3.37) no se dispone de estimaciones asintéticas tan precisas y es
dificil generalizar el argumento de [V]. En su lugar, seguiremos el camino descrito
en la primera parte de este capitulo. Con el fin de estudiar esta convergencia obten-
dremos previamente acotaciones para los polinomios ortonormales y los nticleos,
acotaciones que son similares a las correspondientes a la medida sin deltas. En lo
fundamental, el método consiste en aplicar reiteradamente las proposiciones 3.4
y 3.6, que proporcionan cotas para los polinomios y los ntcleos que resultan de
sumar una delta de Dirac a una medida.

En adelante, w serd un peso de la forma (3.37), {Q,} serd la sucesién de
polinomios ortonormales con respecto a la medida dv(z) = w(z) dx + S5, Mid,,
sobre el intervalo [—1,1] y {L,} la sucesién de los niicleos.

Con la notacién anterior, no es ninguna restricciéon considerar, y asi lo hare-
mos, que los puntos a;, donde se anaden las deltas de Dirac, estan incluidos en
{1,—=1,%1,...,tn}: si es necesario, podemos “anadir” a la expresién del peso w fac-
tores de la forma |z — @;|7, con v = 0. Méds atn, para cualquier punto ¢t € [—1, 1],
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podemos hablar de su exponente en w, refiriéndonos con ello al exponente del fac-
tor |z — |7 presente en w; naturalmente, sélo hay una cantidad finita de puntos
en [—1, 1] con exponente no nulo.

Podemos establecer ya la primera de las acotaciones de este capitulo. Como
siempre, las constantes C' no tendran por qué ser las mismas en expresiones dis-
tintas.

Proposicién 3.13. Ezisten dos constantes C', independientes den > 1 y de x €
[—1,1], tales que:
268+1 N
2a+1 + i
(3.38) |Qu(z)| < CA—z4+n2) T (1+z+n?) "1 H(!x —t|+nt) 2.

i=1

N
(3.39) |Lu(z,2)| < Cn(l—z+n"2) " (L4 +n2)""7 [[(la—t|+n 1)

=1

Demostracién:

a) Establecemos primero la acotacién de los polinomios @, por induccién sobre
el nimero k de deltas de Dirac.

Si k =0, dv es un peso de Jacobi generalizado y, como vimos en (1.9), la acota-
cién (3.38) es cierta.

Sea ahora k > 0 y supongamos que la propiedad (3.38) es valida para k — 1. Sean
du(x) = w(z) de+ Y5 M;s,, v {P,} la sucesién de sus polinomios ortonormales.
Siguiendo la notacién del capitulo anterior, {P%} es la sucesién de polinomios
correspondientes a

k—1

( — ap)? dp(z) = (x — ap)*w(x) dz + Z(ai — ag)*M;04, (7).

i=1
Puesto que dv = du + M4, , de la proposicién 3.4 se tiene:

(3.40) Qn(z) = A, Po(x) + Bu(x — ag) Py (x), con A, B, € (0,1).

Ahora bien, du es un peso de Jacobi generalizado mas k — 1 deltas de Dirac, luego,
por hipotesis, verifica la acotacién:

N
(3.41) |P,(x)| < 0(1_95+n_2)_(2a+1)/4(1—|—x—|—n_2)_(2/’+1)/4 H(|$—tz‘|+n_l)_%/2.

=1

También (z — az)? du es un peso de Jacobi generalizado (el peso ahora es (v —
ap)?w(z)) mas k — 1 deltas de Dirac. Supongamos que aj # +1; si el exponente
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2

de |x — ag| en w(z) es v, entonces en (z — ax)*w(x) es v + 2; por consiguiente, se

tiene la acotacion:

| Prty ()] <
26+1 2 N
2a+1 + + Vi
<CO—z+n )75 (La+n )0 (p—al+n™)™7 T ] (lo—t|+n) 77,
Z'Zl,ti;é(lk

Notese que en esta iltima cota aparece n 'y no n — 1, como deberia ser por tratarse
del polinomio de grado n — 1; no es dificil comprobar que la equivalencia n ~ n—1
nos permite escribir n.

El miembro de la derecha de la desigualdad anterior puede ponerse como:

N
C(|$—ak|+n_1)_1(1—x+n_2)_(2a+1)/4(1—1—:B+n_2)_(25+1)/4 H(|$_ti|+n_l)_%/2>
=1

por lo que

N
[w—ay| [Pt (2)] < C(1—a4n=?) O (U =?) " OO T [ (o=t 4
=1

A este mismo resultado se llega si a;, = =£1. Llevando esta acotacién y (3.41)
a (3.40), se obtiene (3.38). La expresion (3.38) es entonces valida para cualquier
numero k de deltas de Dirac.

b) Veamos ahora la desigualdad (3.39). Los nucleos correspondientes a pesos de
Jacobi generalizados satisfacen la estimacién (1.10):

N
Ko(z,2) ~n(l — 2 +n 2) Gt g 4 p72)~ (842 H(|x —ti|+n7t)
i=1
y por lo tanto (3.39) es cierta si k = 0.

Por otro lado, con la notacién que hemos adoptado, de (3.15) se tiene la siguiente
férmula:

1 MK, (ag, ax)
= Kn T, r)+
1+MkKn(ak,ak) ( ) 1+MkKn(ak,ak)

Ln(, ) (z — @) Kk (z, @),

donde los niicleos K,, corresponden a du(z) = w(z) dz + 327! M;d,, y los nicleos
K% a (v — ay)?du. Es decir:
Ly(z,7) = C, Ky (7,2) + (1 — C) (2 — ap)* K2* | (z, 1),

con C,, € (0,1). Procediendo ahora por induccién, igual que en el apartado a), se
demuestra la acotacion (3.39), con lo que la proposicién queda probada.
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La proposicion anterior se refiere solamente a acotaciones superiores, lo que en
ciertas ocasiones no es suficiente. Necesitaremos conocer exactamente, por ejemplo,
el orden de crecimiento de los nicleos L, (x,z). En el caso de un peso de Jacobi
generalizado, sin parte singular, disponemos de la estimacion (1.10), que es global,
para x € [—1,1] y todo n:

N
Koz, ) ~n(l— 2+ n72) 021 4 g 40 2) CONR T (o — 4] +n71) 70
=1

Sin embargo, la estimacién anterior no puede seguir siendo cierta, cuando anadimos
deltas, en los puntos a; con masa: en tales puntos, lim,, .., L,(a;,a;) € R. Esto
puede deducirse de (3.15), con x = y = a;; o bien de la propiedad de los niicleos
de ser los inversos de las funciones de Christoffel, que a su vez son minimos de
ciertas integrales (véase [Nv], pag. 4, por ejemplo). Por el contrario, la parte de la
derecha de la expresién precedente no esté acotada en ningiin punto de [—1,1].

No obstante, si podemos llegar a dicha estimacién, puntualmente, en los puntos
sin masa; esto sera bastante para los calculos posteriores.

Proposicién 3.14.

a) Sea t € (—=1,1), t # a; para todo i; sea v su exponente en w. Entonces,
L,(t,t) ~ntt7,

b) Supongamos que a; # 1 para todo i. Entonces, L,(1,1) ~ n?32,

c¢) Supongamos que a; # —1 para todo i. Entonces, L,(—1,—1) ~ n?/+2

Demostracién:

Por induccién sobre el nimero k de deltas de Dirac.

Si £k = 0, la medida es un peso de Jacobi generalizado y tenemos la estima-
cién (1.10):

N
Lo(z,2) ~n(l =2 +n ) P2 (14 o4 n72) " CF0 (|2 — tif + 07 1) 7,
=1

de donde se deduce que:
Lo(t,t) ~n'™  L,(1,1) ~ 0?2 L, (—1,-1) ~ n?*2

Es decir, la propiedad es cierta en este caso. Notese que las respectivas hipétesis
a; #t, a; # 1, a; # —1 se cumplen trivialmente, porque no hay ningin punto a;.
Sea ahora k > 0 y supongamos que la propiedad es cierta para k — 1 deltas de
Dirac.
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Sean du(x) = w(z) dr + S5 M;d,, v {K,} la sucesién de sus niicleos. { K%} es
la sucesiéon de ntcleos de

(x — @) dp(z) = (z — ap)*w(@) de + Y (a; — ar)*M;d,, (x).

Puesto que dv = w(x)dr + Zle M;0,, = dp + Mid,,, de (3.15) se tiene, Vz €
[_17 1]7

(3.42) Ly(z,7) = C,K,(z,7) + (1 — C,)(z — ap)*K2 (2, z), con C, € (0,1).

Tanto du como (z — a)? dp son pesos de Jacobi generalizados mds k — 1 deltas de
Dirac, por lo que:

Ku(t,t) ~n'™ K% (tt)~(n— D" ~ 0!t sit #£a;,1 <i<k—1;
K,(1,1) ~n?2 K% (1,1) ~(n— 1?2 ~n®*tgiq, £1,1<i<k-—1;
Ko(—1,—1) ~ 272 K% (<1, 1) ~ (n—=1)2"2 ~n? 2 giq; £1,1 <i < k—1.

Teniendo en cuenta que, fijado x # ag, (z — ax)? es una constante no nula, a partir
de estas estimaciones obtenemos las mismas para los nicleos L,,, mediante (3.42).
Por lo tanto, si la proposicién se cumple con k£ — 1 deltas también se cumple
con k deltas de Dirac. Luego es valida para cualquier nimero k de deltas, como
queriamos demostrar.

Para estudiar la convergencia en media de la serie de Fourier para la medida
dv = w(z)dx + Zle M;é,, , disponemos del teorema 3.8 y la proposiciéon 3.12.
En el primero se dan tres condiciones necesarias y suficientes para la convergencia;
de ellas, dos se refieren a la norma de los ntcleos L, (x,a;) con pesos, por lo que
es interesante encontrar cotas adecuadas de dichos nucleos. Esto es lo que nos
proporciona el siguiente resultado:

Proposicion 3.15.
a) Sea 1 < i < k y supongamos que a; # +1. Existe una constante C' tal que
Vo € [—1,1] y para todo n > 1,

_2B+1

‘Ln(‘ru a@)| < C(l — T+ n*Q)*%(l +x+ n*2) 7 H (‘55 . tj| + n71>7%.
tj#a;

b) Si en 1 hay una delta de Dirac, entonces existe una constante C' tal que
Vr € [-1,1] y para todon > 1,

N
|Ln(x7 1)| < O(l +x + n_z)_(25+1)/4 H(|x — tz| + n_l)_%/Z,
1=1
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c) Si en —1 hay una delta de Dirac, entonces existe una constante C tal que
Vo € [-1,1] y para todo n > 1,

N
Loz, ~1)| < C(1 = + 02 CoA T (o — ti] 4+ n ") /2

=1

Demostracion:
a) Sea 1 <i <k, a; # +1. Sea v el exponente de |x — a;| en w. Definamos:

k
dp = w(zx) dr + Z M;6,, .

j=1,ji

Es decir, dv = du + M;6,,. Sean {P,} y {K,} los polinomios ortonormales y los
ntcleos de du y ky, el coeficiente director de P, para cada n. Andlogamente, { P%},
{K%} y k% con relacién a (z — a;)* du. Por comodidad, sea

Up(z) = (1= +n %) CorVA(L 4 g 4 p72)CFFIA H (Jz —tj] +n~1)™9/2
tj#a;

Tenemos entonces que demostrar que |L,(z,a;)] < CW,(z). Para los nicleos
L, (z,a;) tenemos, por (3.15), la férmula:

1
Ln , i) = Kn sy Wi ).
(:C “ ) 1 —+ MZ'Kn(CLZ‘, CL,;) (I ¢ )

A su vez, segin el lema 3.1:

k., ky

Kn(2,a;) = 72 Po(a;) PY (x) — 2= Py () Pey ().
kn kn+1
Por lo tanto,
k P,(a; ko P, ;
343) Lowa) = 1 Tn)payy it Twetl@) _pe )

kw1 + MK (ag, a;) ki1 1+ MK (ag, ;) "

Vamos a acotar ahora la expresion de la derecha. En primer lugar, por la desigual-
dad (3.38), obtenemos:

(3.44) |Po(a;)| < Cn'?;

(3.45) |PY(z)] < C(|lz — a4 + n’l)’(wzw\lln(x).
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Debido a que n ~ n — 1, no es dificil demostrar que Py’ satisface (3.45), pero sin
necesidad de sustituir n por n — 1. Por supuesto, P,.; cumple (3.44) sin cambiar
n por n + 1.

En cuanto a los K, (a;, a;), la medida du no tiene deltas en a;, de modo que, segin
la proposicién 3.14.a), se cumple la estimacion:

(3.46) Kn(a;, a;) ~n't7.
Por otra parte, sopdu = [—1,1] y ¢/ > 0 en casi todo punto, asi que, por el
lema 3.2:
k, 1 kviy o1
3.47 lim — = = lim —n=l — =
(3.47) nobe kS 2 ek, 2

De (3.44), (3.46) y (3.47) se deduce entonces que:

- < On~1—/2.
Ko 1+ MiEn(aga)| =
knty Py (ai) < Cn-12.
ki1 1+ MKy (ai, a;) | ~

Sustituyendo estas acotaciones y (3.45), con su andloga para P.*,, en (3.43), ob-
tenemos:

|Ln(z,a;)| < Cn_l_'Y/g(\x —a;| + n_l)_l_V/Q\IJn(a:).

Pero como v > —1, —1 — /2 < 0; luego (|z — a;| +n"1)"1772 < (n=1)~1/2 y,
por fin, |L,(x,a;)| < C¥,(z), como queriamos demostrar.

b) Sea du = w(z) dx + Zf:mﬁﬂ M;6,,, con lo que dv = dp + My, con M > 0.
Sean {P,} y {K,} los polinomios ortonormales y los niicleos de du y k;, el coeficien-
te director de P,, para cada n. Sean ahora {R,} los polinomios ortonormales con
respecto a (1 —z)du y {r,} sus coeficientes directores. Observemos que (1 —z) du
es también un peso de Jacobi generalizado méas deltas de Dirac:

(1 —a)dp=(1—-az)w)de+ Y (1—a;)Md,,.

i=1,a;#1

Los ntcleos K, (x,1) estdn caracterizados por la propiedad siguiente (proposi-
ci6én 1.9):

1
/ K, (z,1)P(x)du(z) = P(1) V polinomio P de grado no superior a n.
-1
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Por lo tanto:
1
| e DRala)(1 - ) du() =0, 0<m<n
-1

de donde K, (x,1) es igual a R, (z), salvo un factor constante. Examinando ahora
sus respectivos coeficientes directores, resulta:

k

K.(r,1) = —=P,(1)R,(x).
T'n
De esta manera, la férmula L,(z,1) = m[(n(x, 1), a la que llegamos
por (3.15), se convierte en:
k., P,(1)

(3.48) Lo(z,1) =

— R, ().

o T MK, (L1 )

Tanto du como (1 — x) du son pesos de Jacobi generalizados més deltas de Dirac,
con exponentes a y o + 1 en (1 — x), respectivamente; ademds, las deltas estan
colocadas en puntos distintos del 1. De las proposiciones 3.13 y 3.14 se deduce
inmediatamente que:

(3.49) |P,(1)] < Cnot1/2,
N

(3.50) |Ru(2)| < C(1—a4n )~ Cor A (1pqn =)= CHVAT ] (fo—ti] 40 1) /%
=1

(3.51) Kp(1,1) ~ p2let)

Ademas, usando la desigualdad de Holder,

f_: _ /_1 Ro(2)Po()(1 — ) dpu(z) <

<(/ Ra( (1 - x)?dm))l/Q (f Pn(af)2du($))1/2 <

<va( R ) du(x)>l/2 (/ 1 Pn<x>2du<x>)l/2 _ V3.

1 1
Con esta acotacién y (3.49), (3.50) y (3.51) se llega, por (3.48), a que:

N
|L7L(x7 1)‘ S CnicMi%(l — X + n72)7%(1 + T + n*?)*# H(|ZE . ZfZ| + nil)fg;
=1
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Y de esto se obtiene el apartado b) de la proposicién, sin mas que observar que

_ 2a+43

a>-1=-28 0= n_o‘_%(l —x +n_2)_% < n_o‘_%(n_Q) =1

El apartado c) se demuestra de la misma manera que el b), con lo que la proposicién
queda probada.

Podemos ahora resolver el problema de la acotacion en media de la serie de
Fourier para medidas que son suma de un peso de Jacobi generalizado y de deltas
de Dirac en el intervalo [—1, 1]:

Teorema 3.16. Sea, como hasta ahora, dv(z) = w(x) dx + Y5, Mid,,, donde w
cumple (3.837) y1 < p < co. Sean:

9 Y # a; Vi, 0 < u(a;) < +oc;

u(r) = (1 —z)*(1+ iU)bH |z —t;

N
v(@)=1-2)*A+2)? [[le -t Ve #a; Vi,  0<wv(a;) < +oc.
i=1
Por dltimo, sea S, (n € N) la suma parcial enésima del desarrollo de Fourier

con respecto a los polinomios ortonormales de dv. Entonces son equivalentes las
siguientes afirmaciones:

a) 3C > 0 tal que || Spfllrrwravy < Cll fllerrany YV € LP(vP dv), ¥n € N,

b) Se wverifican las condiciones:

(3.52) {AJF(O‘“)(%—%K%; B+(B+1)(-1) <k
. 1 1 1
Gi+(i+ 1) —3) <3V
(353 ATt 1)(%1— %3 < %1“ B+ (B+1)( - 1) < 2,
Git (v + 1)(5 - 5) < %2 Vi
sy Jer@HDG-D >k b+EHDG-1) >k
| g+ (i + D -1 > -1 vis
y ) > A

(3.55) {af e+ 1)(% "3

(3.56) A<a; B<b G;<g Vi
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Demostracién:
b) = a): de acuerdo con el teorema 3.8 y la proposicién 3.12, teniendo en cuenta
que 0 < u(a;) y v(a;) < +oo Vi, basta probar las tres desigualdades siguientes:

(3.57) lule — a ["27 o — ag, |72 P80 | o amag 2 o—ay, ) <

< Clolz = ag, |27 o = ai, "2 fll Lo(o—ay, 2oy, Pw)

. . . Ay ey .
para cada subconjunto {ji,...J.} de {1,...k}, donde S;,”*"""7" es la suma parcial
enésima de la serie de Fourier correspondiente a |z — aj, |[*. .. |z — a;, [*w(z) dx;

(358) HLH(QZ, CLZ')HLq(U—qw) < CVn e N;

(359) HLn(ﬂﬁ, ai)HLP(qu) < CVn eN.

La primera condicion se refiere sélo a la acotacion en media para pesos de Jacobi
generalizados, sin parte singular; este caso esta ya bien estudiado. Para las otras
dos, utilizaremos las cotas de los L,(x,a;) halladas anteriormente. Comencemos
por la condicién (3.57):

Se trata de la acotacién de la serie de Fourier para el peso de Jacobi generalizado
wo(x) = |z —aj|*... |z — aj,[*w(z), con los pesos

uo(w) = fo = ay [P o 0, [ (o)

vo(2) = |o — aj, |27 o — a [P Pu().

En esta situacion, las condiciones (3.52)-(3.56), sustituyendo «, a, A, etc. por los
exponentes de wy, ug y vg, son suficientes (también necesarias) para la acotacién
en media. Sélo hace falta escribir (3.52)-(3.56) para estos pesos y comprobar que
se verifican.

En los puntos distintos de los a;, wg, g v v tienen los mismos exponentes que w,
u 'y v, respectivamente. Y si en un punto a; los exponentes de w, u y v son v, gy
G, entonces los de wy, ug y vgson y+2, g+ 1—2/py G+1—2/p. Por lo tanto,
las desigualdades que deben cumplirse para tener (3.57) son:

- en los puntos distintos de los a;, las mismas (3.52)-(3.56), que suponemos
ciertas;

- en los puntos a;, las desigualdades siguientes, si a; = 1, o sus andlogas con (3
O 7;:

’

] =

2 1 1
(A+1—];)+(a+2+1)(1—)—§)<
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2 1 1 a+2+1
A+1-2 2 41— — o)< 2T ET
(A+1- )+ (a2 (- 5) <

2 1 1 1
1-= 24+ 1)(= —2) > —=;
@+1- )+ (@241 - 5) > -5
2 1 1 a+2+1
1-= 24 1)(~—=)> ——
@+1-2)+(@+241( - 5) =
2

2
A+l—=-<a+1-—;
p p

y es inmediato comprobar que estas desigualdades se verifican si lo ha-
cen (3.52)-(3.56). Por consiguiente, se cumple (3.57).

Veamos ahora (3.58). Para los nucleos L,(z,a;) tenemos las acotaciones de la
proposicién 3.15, que son, segtn los casos a; # £1, a; = 1 0 a; = —1, las siguientes:

|Ln(z,0;)] < C(1—x4n"2) "ot 4 g4 =2)~(6+D/4 H (Jx —t;| +n~1)7/2)

tjF#a;
N
|Ly(z,1)| < C(1 4 o +n~2)~ @0/ H(|x R
i=1

N
|Lyp(z,-1)| < C(1 -2+ p~2)-(2at1)/a H(‘x 4 )2
i=1

Supongamos, por concretar, que a; # +1. Segin lo anterior,

[ 1t @iyt do <

1

1 v
< c/ (1—z+n"2) " Lz +n2) 5 ] (o -ty 407 v(@) “w(z) da.

! tj#a;
Si podemos aplicar el teorema de la convergencia dominada a esta iltima expresion,
entonces llegaremos, por ser

lim (1 — T+ n_2>—Q(2a+1)/4(1 Lo+ n—2>—q(2ﬁ+l)/4 H (’.CC . tj‘ + n—l)—q'yj/Q _

e tas
= (1 — 2)79@aFD/A(] 4 g)—a@B+D/4 H |z — t,]709/2,
tj#a;
a que 1
lim |L (2, a;)|%(x) " w(z) de <

n—oo J_4
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1
(3.60) < C’/ (1 — 2)79@etD/A(] 4 g)=aB+1)/4 H |z — t;]709 %0 (2) " (z) d,

-t tjFa;

con lo que solo habré que comprobar que esta integral es finita.

Veamos antes que se puede aplicar el teorema de la convergencia dominada: cada
uno de los factores (1 — z +n~2)79F0/4 (1 4 o 4 n=2)79@HD/A v (|7 — ;] +
n~1)~13/2 est4 acotado por su respectivo limite (si el exponente es negativo) o por
una constante (cuando el exponente es positivo, por ser 1 —x +n"2 1+ x +n"2
|z —t;] + n~! < 3). Por consiguiente, s6lo hay que comprobar la integrabilidad de:

1
(3.61) / (1 —2)P0 (1 + )P H |z — t;|%v(x) %w(z) da,
-1 tiFaq

donde E(;) = min{—qQO‘Il,O}, E_y = min{—qu—H,O}, E;, = min{—q%,()}. Es

decir, teniendo en cuenta que

N
v(z)w(z) = (1 — 2) A1 4 )~ Bath H |z — ;]| =€t
i=1

hay que probar:
E(l)—Aq+oz> —1; E(_l)—Bq—|—5> —1;

EJ—G]q+’Y]>—1 si tj;éai; —qu+’7j>—1 si tj:ai.

Y, una vez hecho esto, habra que probar, para demostrar que la integral que aparece
en (3.60) es finita, lo siguiente:

—q2a+1)/4— Ag+a > —1; —q(26+1)/4— Bqg+ (> —1;

—quJ/Z — qu—i-’)/j > —1 si tj 7é ag, —qu+’}/j > —1si tj = ;.

Todo esto sera cierto si se cumplen:

(38:62) —¢*%= —Agta > —1; —¢¥ = Bg+f > —1; —¢3 = Gig+7y; > —1Vj:

(3.63) —Ag+a > —1; —Bq+ (3> —1; —Gq+v; > —1 V7.

A idéntica conclusién se llega si a; = £1: en los pasos intermedios (3.60) y (3.61)
desaparecen entonces los factores (1 — ) o (1 + x) y la restriccién t; # a;, pero,
finalmente, (3.62) y (3.63) vuelven a ser suficientes para (3.58). En definitiva, si
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demostramos (3.62) y (3.63), habremos demostrado también la acotacién (3.58).
Es facil comprobar que estas desigualdades se cumplen:

—q¢a+1)/4-Ag+a>-1< 2a+1)/4+A+ (a+1)(-1/q) <0 &
< (20+1)/44+A+(a+1)(1/p—1) < 0 & A+(a+1)(1/p—1/2) < 1/4 < (3.52);

analogamente, (3.52) = —q(26+1)/4 — Bq+ (3 > —1;

—qv/2=Giqg+7 > -1 9/2+ G+ (+1)(-1/q) <0 &
& 7 /24+G+ (v +1)(1/p—1) <0 & Gi+(v;+1)(1/p—1/2) < 1/2 «= (3.52), Vj;

—Ag+a> -1 A+(a+1)(-1/q) <0 A+(a+1)(1/p—1/2) < 2 < (3.53);

analogamente, (3.53) = —Bq¢+ (3> -1y —Gq+v; > —1Vj.

Es decir: (3.62) y (3.63) son ciertas y, por lo tanto, (3.58).

Solo falta demostrar (3.59). Pero esta es la misma (3.58), cambiando ¢ por p y v por
u~!. Por consiguiente, para ver que se cumple basta con probar las desigualdades
correspondientes a (3.62) y (3.63) con dichos cambios, esto es:

(3.64) —p*Ftapta> 1 —p"EAbp+f > —1; —pYrgipty > —1V;

(3.65) ap + a > —1; bp+ 6> —1; g;p+; > —1Vj.

De nuevo se trata de una simple comprobacion:

—pRa+1)/d+ap+a>-1sa+(a+1)/p>QR2a+1)/4&
Sa+ (a+1)(1/p—1/2) > —1/4 < (3.54);

andlogamente, (3.54) = —p(26+1)/4+bp+ (5 > —1;

—pY/2+gp+v > 1&g +(vy+1)/p>7/2
&g+ (y+1)(1/p—1/2) > —1/2 < (3.54), Vj;

apt+a>—-1sa+ (a+1)(1/p—1/2) > —(a+1)/2 < (3.55);

analogamente, (3.55) = bp+ 8> -1y gjp+y; > —1Vj.

Luego (3.64) y (3.65) se cumplen y, por lo tanto, (3.59). Esto demuestra que b) =
a).

a) = b): Aplicando el teorema 1.12 de M4té - Nevai - Totik sobre las condiciones
necesarias para la convergencia en media, resultan (3.52), (3.53), (3.54) y (3.55),
como para el caso de un peso de Jacobi generalizado, sin parte singular. En cuanto
a las desigualdades (3.56), se obtienen también repitiendo el argumento empleado
en el teorema 1.15 para pesos de Jacobi generalizados, sin deltas de Dirac.
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Segun el resultado que acabamos de demostrar, en el caso de un peso de Jacobi
generalizado la adicién de una cantidad finita de deltas de Dirac en [—1,1] no
modifica el intervalo de convergencia en media, con pesos de esta misma clase. El
siguiente paso puede ser preguntarse por la acotacion débil o la débil restringida, en
los extremos del intervalo de convergencia en media. Los resultados que conocemos
para la parte absolutamente continua (véase el capitulo II) se refieren sélo a pesos
de Jacobi. Por lo tanto, nos restringiremos a pesos de Jacobi mas deltas de Dirac
para el estudio de las acotaciones débil y débil restringida; o mas exactamente,
a pesos de la forma (3.37) con «; = 0 Vi (es decir, permitimos la presencia de la
funcién h que aparece en los pesos de Jacobi generalizados). Sea desde ahora:

k
dv = w(x)dx + Z M;d,, sobre el intervalo [—1, 1],
i=1
con

w(z) = h(z)(1 — 2)*(1 + z)° (o, 5> —1)

y h una funcién continua y positiva en [—1,1] y w(h,§)6 ' € L'(0,2), siendo w(h, )
el médulo de continuidad de h.

Asimismo, sea u(z) = (1 —2)*(1 +z)° si  # a; Vi, 0 < u(a;) < oo Vi y sea
1<p<o.

Los resultados a los que nos referimos sobre acotacion débil y débil restringida
para pesos de Jacobi son los 2.9 a 2.17. En realidad, sus demostraciones se basan
unicamente en que las sumas parciales S,, de la serie de Fourier se pueden expresar
en la forma

Su(f. 1) = /[11<n<x,y>f<y>umy>dy, donde:

a) los nicleos K, admiten la descomposiciéon de Pollard, con la propiedad:
lim, oo =—1/2 y lim,, o0 5, = 1/2;

b) los polinomios que aparecen en la descomposicién de Pollard satisfacen la
acotacion: |P,(z)] < C(1—x + &)~ @o+V/4(1 4 2 + L)=CFFD/: v su corres-
pondiente para los polinomios {Q,};

c) el teorema 1.11 y el lema 2.3 para los polinomios {P,} y {Qn};
d) otras condiciones sobre el peso w.

Si ahora llamamos L, (z,y) a los nicleos relativos a nuestra medida dv y defi-
nimos, como en (3.26), los operadores

mezéuwwmmww
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resulta que los nicleos L, de estos operadores cumplen también a), b) y ¢). Por
lo tanto, las mismas condiciones que antes sobre el peso w son necesarias para la
acotacion débil o suficientes para la débil restringida de los T},, todo ello con el peso
w. De acuerdo con el teorema 3.8, esas condiciones necesarias lo seguiran siendo
para la acotacién débil de la serie de Fourier S,, relativa a dv. Es decir, siguen
siendo validos los teoremas 2.9 y 2.10 y su corolario 2.11, que aqui reproducimos:

Teorema 3.17. Con la notacion precedente, 1 < p < oo y o, 3 > —1/2, no hay
acotacion débil ||uSy f ey < Clluf|zr@) Yn > 0 en los extremos del intervalo
de convergencia en media. Tampoco exviste siu=1y o, > —1.

En cuanto a la acotacion débil restringida, habra que comprobar que esas con-
diciones, que aseguran la acotacién débil restringida de los T,,, bastan también
para la acotacién de los nucleos L, (z,a;) que aparecen en el teorema 3.10 o la
observaciéon 3.11. Pero ello se va a deducir facilmente de la proposicion 3.15, como
vemos seguidamente:

Proposicion 3.18. Con la notacion anterior y 1 < p < oo, si se verifican las
condiciones:

1 1 1 1

. N(=—--)< = )(=—-)< -
366  a+la+DG-p<q bEDG- <t

1 1 +1 1 1 +1
(3.67) ata+D(--2) <2 b+ BHD(=—2) <,

» 2 2 2
entonces existe una constante C' > 0 tal que
(3.68) lu(z) ™ Ly (2, ;)| oy < C V¥n € N Vi.
Y si se cumplen:

1 1 1 1 1 1
. (= —=)>—- (= —=)>—-
(3.69) a+ (a+ )(p )z b+ )(p 5) 2~

1 1 +1 +1
BT0)  at@4D( -3z -T0n b EHNG -z -

entonces existe una constante C' > 0 tal que
(3.71) lu(z)Ln(z, a:)|| 1pwy < C Vn € N Vi.

Demostracion:
a) Veamos la acotacién (3.68). De acuerdo con la proposicion 3.15,

|Lo(x,0;)| < C(1—a+n2) GtV 4g 4 n2)" @AM i g, £ 41,
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|Ly(z,1)] < C(14 2 +n2)~@*+D/ i en 1 hay una delta de Dirac;
|Ln(z,—1)] < C(1 — 2 +n2)"@+D/4 gi en — 1 hay una delta de Dirac.
Por lo tanto, sélo hace falta probar la acotacion:

(3.72) [(1=—z+n )" (1 +2+n?) " u(@) 20 < C VneN,

donde o bien E; = 0, o bien E} = —(2ac+1)/4 y anédlogamente con E_;. Procede-
mos de la misma manera que en el teorema 3.16: la expresién (1 —x +n=2)F1(1 +
x4+ n~2)E-1 tiene como limite

(1—a) (1 +2)F
y estd acotada por otra expresion del mismo tipo:
(1—2)" (1 +a),

donde o bien F} = 0, o bien I} = —(2a+1)/4 y andlogamente con F_; (los valores
de F} y F_4 dependen del signo de E; y E_;, como en el teorema 3.16). Para poder
aplicar el teorema de la convergencia dominada y seguidamente deducir (3.72),
basta entonces con probar que

11— 2)™ (1 + @)™ () ™|

Li(w) < CJ

siempre que F; tome los citados valores 0, —(2a: + 1)/4 y lo correspondiente con
E_,.Y para esto, es suficiente con probar las cuatro desigualdades:

(3.73) (1 = )=V — ) a1 ayey < O
(3.74) 1= 2) " lwsa-a) < C5
(3.75) (1 + @)=+ )l agaye) < O
(3.76) 11+ 2) " llegran < C.

Ahora bien, como 1/p+ 1/q =1, (3.67) equivale a:

1 1 a+1
atle+ (G-

p1
2 )

bwﬁ+wé—é)§

es decir: —aqg+a+1 >0, —bg+[F+1 > 0. Por lo tanto, se cumplen (3.74) y (3.76).
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En cuanto a (3.73), se verifica < [-(2a+1)/4 —alg+a > -1 <
& (2a+1)/44+a+(a+1)(—1/q) < 0 < (2a+1)/44+a+(a+1)(1/p—1) < 0 < (3.66);

de la misma manera, (3.66) = (3.75).

La acotacién (3.68) queda asi demostrada.

b) La desigualdad (3.71) tiene la misma forma que (3.68), cambiando p por ¢ y u
por u~! . Por consiguiente, se verifica si lo hacen las condiciones que se obtienen
haciendo estos cambios en (3.73)-(3.76):

(3.77) [—2(a+1)/4+alp+ o > —1;
(3.78) ap + o > —1;
(3.79) [—2(8+1)/4+0blp+ 5> —1;
(3.80) bp+ 08> —1.

Ahora es facil ver que (3.78) y (3.80) equivalen a (3.70) y que (3.77) y (3.79)
equivalen a (3.69), con lo que se tiene (3.71) y la proposicién queda demostrada.

Por lo tanto, en virtud de lo anterior y de la observacion 3.11, se verifican los
andlogos a los teoremas 2.13 y 2.16 y sus corolarios 2.14 y 2.17:

Teorema 3.19. Sean o, 3 > —1/2, 1 < p < c0. Si se verifican las desigualdades

1 1 1 1 1 1
a+(04+1)(]—)—§)<17 b+(ﬁ+1)(1—9—§)<17
1 1 1 1 1 1
a+(a+1)(1—)—§)2—17 b+(ﬂ+1)(1—9—§)2—1,

entonces existe una constante C' tal que

Sy (u™ xE)| 22wy < ClixellLr@) Yn, YE medible.

Corolario 3.20. Sean o, > —1/2, 1 < p < 00. Si se verifican las desigualdades

o+t -3)<3  bHBHDG-H<T
otl@+D-3)> -1 brE+DG 3> 4
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entonces existe una constante C' tal que

HUSn(U_IXE” L2 (dv) < CHXEHLP(dV) Vn, VE medible.

Teorema 3.21. Sean o, > —1, 1 < p < co. Si se verifican las desigualdades

1 1 1 1 1 1
D(i-—=)< = H-—=-)< -
@+DC-m)<3  G+DC -5 <y
1 1 1 1 1 1
N-—-=)> — N(-—=)> —
entonces existe una constante C' tal que

15n(x2)|

) < CllXel e Yn, YE medible.

Corolario 3.22. Sean o, > —1, 1 < p < co. Si se verifican las desigualdades

@rDG-P<q  BHUG-3 <
@+DC-3)> -3 BrUG-5> -7

entonces existe una constante C' tal que

[15n (xe)]

L (dv) S CHXEHLP(dV) \V/TL, VE medible.



83. Pesos de Laguerre y de Hermite con una delta en el
cero

Tres son los sistemas més estudiados tradicionalmente en la teoria de polino-
mios ortogonales. Uno de ellos es el de los polinomios de Jacobi, con sus casos
particulares de Legendre (a« = = 0), Chebyshev de primera (o = = —1/2) y
de segunda especie (o = 3 = 1/2) y ultraesféricos o de Gegenbauer (o = 3). A una
clase mas amplia, la de los polinomios de Jacobi generalizados, hemos dedicado el
apartado segundo de este capitulo. Los otros dos sistemas clasicos de polinomios
ortogonales son los de Laguerre y Hermite y a estos es a los que nos vamos a referir
a continuacion.

Comencemos por el primero de ellos. « sera un nimero real mayor que —1,
w(x) = e *z* Ve > 0y du(z) = w(z)dx sobre [0,400). Como ya vimos, los poli-
nomios de Laguerre se definen como los polinomios L& (x) ortogonales con respecto
a la medida du, con L¥(0) = % Estos polinomios no estan normalizados,
sino que

I'm+a+1
L) gy = ot 0L
La acotacién en media con pesos de las sumas parciales de la serie de Fourier con
respecto a los polinomios de Laguerre (normalizados) fue estudiada por Mucken-
houpt en [Mu 2] y [Mu 3], para pesos u y v definidos de la siguiente manera:

(3.51) ) =) () o

1+

x
1+

A
v@wﬂwwm*@< ) (14 2)°(1 +log" 2)",

YV > 0, donde log™ # = max{logxz,0} y

1 sib=Byp=464/3,
ﬁ:
0 en otro caso.

En esta situacién, se tiene || Sy, f || rdp) < Cl|vf||Lr(aw) Y f, ¥ sise cumplen ciertas

condiciones [(1.24),..., (1.30)], que ya vimos en el primer capitulo.
Nuestro objetivo es ahora aplicar los resultados de la primera parte de este
capitulo a la medida du(z) = e *2*dx sobre [0,+00). Para ello, necesitamos

conocer propiedades de los polinomios ortonormales con respecto a medidas (x —
a)? du, donde a es un punto en el que se aiiade una masa. Mientras que con los pesos
de Jacobi generalizados cualquiera de estas modificaciones por (x — a)? produce
un nuevo peso de la misma clase, en el caso de los de Laguerre nos vemos forzados
a imponer a = 0; es decir, a anadir una delta de Dirac en el tinico punto singular

109
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del peso: el cero. En resumen, vamos a estudiar la convergencia en media para la
medida dv(z) = e *2* dx + Mdy(x) en [0, +00).

Siguiendo la notacién de todo este capitulo, denotaremos por L,(x,y) los
nicleos relativos a dv. Recordemos que L& (z) indica el polinomio de Laguerre
de grado n. P%(x) serd el polinomio L% (x) normalizado y, como ya se hizo en el
capitulo I, LY (x) = P (z)w'/? = PY(x)e"/2x/2,

Como en el apartado anterior, todo lo que debemos hacer es encontrar cotas
para las normas de los nicleos L, (x,0) relativos a dv. Esto va a ser posible gracias
a que L,(z,0) es, salvo un factor constante, igual a P>!(x):

Lema 3.23. Con la notacion anterior, se tiene:

Ln(:l:, 0) = Tnpﬁwrl(x), donde r,, ~ n(at)/2.

Demostracion:

Segtin hemos visto, L*(0) = WTQLI y 1L (@)1 72, = Lrtatl) Ppor lo tanto,
Pa(0) = n! 1/QF(n—i-oz—i-l)_ 1 T(n+a+1)]"?
" A T(n+ a4 1) nl(a+1)  D(a+1) n! '

Utilizando ahora la formula de Stirling,

Pa(0)? ~ F'n+a+1) N (n+4+ )" e " 21y/n+ « _
n! nre "/ 2m\/n

_ (1 + %)n+1/2(n+ a)a —a e

Llamemos {K,(x,y)} a la sucesién de los nicleos de du. Entonces, si R es un
polinomio de grado no mayor que n, se tiene:

“+oo

i K (2, y)R(z) du(z) = R(y);

luego si R es un polinomio de grado menor que n,

+<>° K,(x,0)R(x)x du(z) = 0.

0
Por lo tanto, K, (z,0) es, salvo un factor constante, el polinomio ortonormal de
grado n de la medida x du(z) = e *x*T! dx sobre [0, +00), es decir: K,(z,0) =
s, P21 (x). Haciendo x = 0,
_ K,(0,0)
" B0y
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Y usando la férmula (3.15) con a = 0, y = 0, resulta

1 K, (0,0) 1
L = K =
o 0) "0 = AR, (0,0) P (0

= Pa—l—l .
1+ MK, 0,0) w (@)

finalmente,

- Kn(ov 0) 1 ~ 1 ~ nf(a+1)/2
" 1+ MK,(0,0) Po+t1(0)  Pat1(0) ’

con lo que el lema queda demostrado.

Usando ahora las estimaciones conocidas para los polinomios de Laguerre, po-
demos encontrar condiciones que nos garanticen las acotaciones en norma de los
nucleos L, (x,0) que necesitamos para aplicar el teorema 3.8.

Proposicién 3.24. Sea 1 <p < oo, 1/p+1/q=1. Sea v definida como

A
—) (1+2)5(1 +log" x)° Vo > 0,

o) = w(a) 2 (1

donde 3 =0 ¢ 1. Si se verifican las condiciones:

1
A<1——+g,
p 2

entonces existe C' > 0 tal que || Ly (x,0)| Lag-auw) < C Vn.

Demostracion:
De acuerdo con el lema y si por L9 indicamos L(R™, dz), resulta:

HLn(xao)”Lq(v—qw) ~ ’ff(o‘“wHPS“U’lwl/qHLq _

_ n_(O‘H)/ZH(xw)1/2P§+1x_1/2v_1w1/2_1/p||Lq _

—A
_ et /2) 2 (1 + ) (1+2)77 (1 + log" &) L3 () 10 =
€T

—A-1/2
ety (1 i ) (1+2) B12(1 + log™ 2) L2 (2)|| o
xXr
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Hay que probar, por lo tanto, que

o too —q(A+1
(3.82) n 7z (=) W2 (1 4 2)~9 B2 (1 +logt 2) | L0 (2) |1 dz < C.
0
Observemos que, por ser 3 > 0, (1 +1log" z)7%° < 1, lo que emplearemos repeti-
damente. Para demostrar esta acotacion, utilizamos la tabla de Muckenhoupt que
ya vimos en el primer capitulo: existen constantes positivas C' y v tales que Vn

(3.83) 0<z<1/o=|Lo ()| < Colot/2gle+D)/2,

(384) 1/0’ <z < 0'/2 = |£g+1<x>| < 00_1/413_1/4;

(3.85) 0/2 <z <30/2 = |L57(2)] < Co VA0 + |u — o)V
(3.86) 30/2 <x= Lo (z)] < Ce

donde 0 = 4n 4 2a + 4 (luego o ~ n). Vamos a estudiar la integral en cada uno
de los intervalos (0,1/0), (1/0,1), (1,0/2), (¢/2,30/2) y (30/2,400).
a) De acuerdo con (3.83) y por ser 1 +x ~ 1 en (0,1/0) y (1+1log" x)~9% < 1,

1/o T —q(A+1/2)
p-aet)/2 / (1 - m) (1+ ) 1FFYD(1 4 logh &) 9| Lo+ (2)]7 da <
0

1/o 1/o
< Cp—aletD)/2 / L aAT2) +alak )2 00042 g < 6 / L1@/2-4) gy
0 0

como q(a/2 —A) > -1 a/2—-A>1/p—1< A<1-1/p+a/2, lo que
se cumple por hipdtesis, esta tltima integral resulta convergente y por lo tanto

acotada, ya que 1/o0 < C.
b) Usando ahora (3.84),

1 X —q(A+1/2)
n A2 /1 <1 H) (14 ) 1BV (1 4 log* 2) 9| Lo (2)|" da <

1 1

< Cn—Q(aJrl)/?/ 1A =a/45=a/4 0 < Oy —ale/2+3/4) / g~ A3/ g
1/o0 1/o0
teniendo en cuenta que fll/o' 1A/ g <
C si —q(A+3/4) > —1,
<4 Clogo si —q(A+3/4) =—-1,

CotA3/M-1gi — g(A+3/4) < —1,
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resulta: )

Cp-1(0/2+3/4) / paAT/0) g o

1/o
Cn—a(e/2+3/4) si —q(A+3/4) > —1,
< On~ 243/ Jogn  si —q(A+3/4) = —1,
CniA-a/2)-1 si —q(A+3/4) < -1

y por consiguiente s6lo hace falta ver que —q(a/2 4+ 3/4) y q(A — «a/2) — 1 son
negativos. El primero si lo es, puesto que @ > —1; en cuanto al segundo valor:

gA—a/2)—1<0 A-—a/2+1/p—1<0 A<l —-1/p+a/2,

lo que, por hipétesis, es cierto.
¢) Cuando 1 <z, ~ 14z, asi es que en (1, 0/2) podemos acotar la integral (3.82)
del siguiente modo, usando (3.84):

a/2 T —q(A+1/2)
p-a(e+1)/2 / (1 - x) (14 2) 12 (1 4 log* 2)~ 9| Lot (2)|* do <
1

/2 o/2
< Op-det/2 / o 0(BH1/2)~a/4 5 a/4 gy _ Cipy-ale/2+3/4) / LB/ g
1 1

como
/ g~IBHY) 4y < { Clogo si —q(B+3/4)=—1,
' Co—tB+3/9+1 i — g(B+3/4) > —1,

resulta:

c/2
nq(a/2+3/4)/ qu(B+3/4) dr <
1

C'n—(e/2+3/4) si —q(B+3/4) < —1,
< Cn~ 1243/ Jogn  si — q(B+3/4) = —1,
Cn~dB+a/283/2+1 & — (B +3/4) > —1,

con lo que basta con comprobar que g(«/2 4+ 3/4) es positivo y que ¢(B + «/2 +
3/2) — 1 es no negativo. Lo primero es inmediato, porque o > —1; lo segundo:

q(B+a/2+3/2)—1>0& B+a/2+3/2+1/p—1>0= B> —(a+1)/2—1/p,

lo que es cierto, porque B> 1/4—1/py 1/4>0> —(a+1)/2.
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d) En el intervalo (¢/2,30/2) disponemos de la acotacién (3.85); como 1+ z ~
r~o~nyl+logta=1+logz ~logz ~ logo ~ logn, se tiene:

30/2 X —q(A+1/2)
p4(e+1)/2 / (1 - x) (14 2)" 9B+ (1 4 Jog* ) P|Lat ()| da <
/2

30/2
< Cp—aletn)/2 / 5 IEHYDG0/A(GA3 | |3 _ o)1/ (log )18 dg <
/2

30/2
< On—q(3+a/2+5/4)(10g n)—qﬂ/ (01/3 + |z — U|)—q/4 do =
o/2

(haciendo el cambio y = (z — 0)/0)
1/2

— O a(Broa/245/4) (g =08 / (013 4 oy~ ady <
~1/2

1/2
< Cn*q(3+a/2+5/4)“(log n)qﬁ/ (01/3 + O.y)fq/4 dy.
0

Podemos calcular esta integral segtin el valor de ¢:
Sig<4, —q/4>—1, luego

1/2
/ (o3 + oy)~*dy = C [071(01/3 + ay)’q/““}é/? —
0

— Co! [(01/3 + 0_/2)—q/4+1 _ (0_1/3)—q/4+1} ~ Co o=/t n~/4,

ya que (o/3 + 0 /2)79/4+1 ~ g=9/4*+1 " de mayor orden que (o/3)79/4+1,
Sig>4, —q/4 < —1, luego

1/2 1/2
/ (o' +oy) " dy =C [—0_1(01/3 + Uy)_Q/4+1]0/ =
0

— Ol [(0_1/3)—(1/4-1-1 _ (01/3 i 0/2)—q/4+1:| ~ Colo-a/a+1)/3 n—q/12—2/37

porque (01/3 + 0/2)—q/4+1 ~ 0~9/%*1 de menor orden que (01/3)—q/4+1_
Si g = 4, entonces

1/2
/ (' + oy) " dy = [0 log(c"/? + Uy)}éﬂ -
0

1/3 2)
ol T T2

73 Co tlogo ~n tlogn.
o
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Por lo tanto, n=9(B+a/245/4)+1 (Jog )98 f01/2(01/3 + oy) " dy <

Cn~1B+a/243/2)+1 (Jog n)~98 sig<4(ep>4/3),
< Cnfq(B+a/2+5/4)(log n)lfqﬁ sig=4 (&p=4/3),
Cn~aB+a/2+4/3)H1/3(Jogn) =9 siq >4 (& p < 4/3),

con lo que basta probar:

—q(B+a/2+3/2)+1<0  sip>4/3,
—q(B+a/2+5/4) <0 sip=4/3,
—q(B+a/2+4/3)+1/3<0 sip<4/3

Las tres desigualdades se cumplen:
—q¢(B+a/243/2)+1 <0< B+a/2+43/2+1/p—1>0< B> —(a+1)/2—1/p,

lo que es cierto, porque B> 1/4—1/py 1/4>0> —(a+1)/2;
sip=4/3,

—q¢(B+a/2+5/4) <0< B+a/24+1/243/4>0< B> —(a+1)/2—1/p,
lo que es cierto, como la anterior;
—q(B4+a/2+4/3)+1/3<0< B+a/2+4/34+1/3p)—1/3>0«<

& B> —(a/24+3/4) —1/4—1/(3p),

lo que también se cumple, ya que B > —1/4 —1/(3p) y 0 > —(a/2 + 3/4);
e) el ultimo intervalo que nos queda es (30/2, +00). En él tenemos la cota (3.86):
|£oF(x)| < Ce™*. Puesto que 1+ z ~ x, tenemos:

+o00 T —q(A+1/2)
n—q(a+1)/2/ (1 - ) (14 2)~ B2 (1 4+ logt o) 9| Lo (2)|* dw <
30/2 T

—qoft I —q(B+1/2) ,—yqz —qoft I —q(B+1/2) ,—yqz
< (Cn %2 x e de < (Cn 92 x e dx < C,
30/2 1

ya que la integral es convergente y —q(a + 1)/2 < 0.
Con esto, queda demostrada la proposicién.

Para la norma || L, (z,0)|| r(urw) tenemos el resultado andlogo:
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Corolario 3.25. Sea 1 < p < oo, 1/p+1/q=1. Sea u definida como

— 1 by 0;
1+x) (1+2)° Vo > 0;

ute) = ()

Si se verifican las condiciones:

1 «
a>—5—§,
3 1
Yy
pe T L
— 12 3p

entonces existe C > 0 tal que || Ly (2,0)|| Lr(urw) < C Vn.

Demostracion:
Se trata de estudiar la acotacion de

[ L (@, 0)[| 2o urw) = (| Ln (2, O) || Lo ((u=1)~puw)
como 1/p+1/g=1,1/p—1/2=1/2—1/q, asi es que:

T
1+ 2«

u(z) ™t = w(x)V*e ( )_a (1+2)" V2 >0

luego sustituyendo p por ¢, A por —a y B por —b y haciendo 3 = 0 en la proposicién
anterior, dicha acotacion se verifica cuando:

Pero estas condiciones equivalen a las de la hipdtesis:
—a<l-1/g+a/2 —a<]l/p+a/2<a>—-1/p—a/2;
—b>1/4—-1/ge —-b>1/4+1/p—1<b<3/4—1/p;
—b>-1/4-1/(3¢q) & —b>—-1/44+1/(3p) —1/3 < b < 7/12 —1/(3p);

Y el corolario esta probado.
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Una vez estudiadas las normas de los nticleos, podemos analizar la convergencia
de la serie de Fourier relativa a dv(zx) = du(x) + Mdy(z). Para la medida dpu,
el resultado de Muckenhoupt ([Mu 3]) afirma que si u y v son dos pesos de la
forma (3.81), se cumple la acotacion ||uS, f|lrr@w < Cllvf||er@ Yf, Vn si se
verifican las condiciones:

a 1

1
1 a1
3.88 A<l —=—mix{— -}
(3.89) A<a;
b<3 -1
(3.90) { 47 p1
b < 2 3p
B>-1_1L.
(3.91) =AW
B > i3
P
b<B+3— 5
(3.92) b< B;
b<B— é + 3%;
(3.93)

si en (3.92) se da alguna igualdad, entonces no se da en (3.90) ni en (3.91).

Ademas, todas las condiciones son necesarias, con la posible excepcion de que
en (3.91) se tenga la igualdad B = 1 — % cuandop=4op=4/3yb=B.

Las mismas bastan también para la acotacion de la serie de Fourier con respecto
a dv:

Teorema 3.26. Sea S,, la suma parcial enésima de la serie de Fourier de los
polinomios ortonormales relativos a dv = w(x) dx+ Mdy(x) sobre [0, +00), w(x) =
e x* a>—1.Sean 1 < p < +oo yu yv de la forma (3.81), con 0 < u(0) < +o0,
0 <v(0) < +00. Si se cumplen las condiciones (3.87)-(3.93), entonces existe una
constante C' > 0 tal que

|wSn fllLe(@y < Cllvf|ler@a Y, Yn.
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Demostracién:

Denotemos por s, la serie de Fourier correspondiente al peso w(x)dzx (es decir,
la de los polinomios de Laguerre de indice a) y por 5% la de z?w(z)dz (es decir,
la de los polinomios de Laguerre de indice a + 2). Segin el teorema 3.8 y la
proposicion 3.12, basta comprobar lo siguiente:

a) |lusnfllrw) < Cllvfllzew) VF, Yn;

b) 2" =2Pus) fll noawy < Clle'">Puf || Loew) V., Yn;
¢) [[Ln(@, 0)]| Laqw-aw) < C Vn;

d) [|Ln(z,0)| 1 wrw) < C Vn.

Veamos cada una de las acotaciones:

a) Se cumple, puesto que es el resultado cldsico de Muckenhoupt.

b) Es también una acotacién de la serie de Fourier para un peso de Laguerre, pero
ahora con fndice o + 2 y pesos ug(z) = 21 "¥Pu(x) y vo(x) = 2'~2/Pv(x). Veamos
entonces si se verifican las condiciones correspondientes a (3.87)-(3.93) para este
caso. Antes de nada, debemos expresar ug y vy en la forma analoga a (3.81):

ug(x) = 2t Pu(x) = 2t Pw(z) 2P (1 f_ ) (1+2)=
T

~ ) (£ )

vo(x) = 2Py () = 2172 Py() /2 1p ( x

A
1+ :c) (1+2)"(1 +log* )" =

A
= [22w(x)]H/2 VP (1 f_ x> (1+2)8(1 4 log™ z)”.
Por lo tanto, deben cumplirse (3.87)-(3.93) con las mismas a, b, Ay By con a+ 2
en lugar de «.. De esta manera, sélo hace falta comprobar las andlogas a (3.87)
y (3.88), es decir:

- 1+ ] a+2 1}
[ m J— J—
a p ax 51
Y 1 +2 1
«
A<1l—=-—méx{— —_
p max{ 5 ,4},

pero es inmediato ver que (3.87) y (3.88) implican estas desigualdades.

c¢) Esta acotacién se cumple, porque (3.88) y (3.91) implican las hipédtesis de la
proposicién 3.24.

d) También se cumple, por (3.87), (3.90) y el corolario 3.25.

Con esto, el teorema queda demostrado.
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Una vez que hemos estudiado la convergencia de la serie de Fourier para pesos
de Laguerre con una delta de Dirac en el origen, podemos trasladar sin ninguna
dificultad el mismo resultado al caso de pesos de Hermite generalizados, es decir,
pesos sobre toda la recta real de la forma w(z) = e *"|z[**, donde o > —1/2 (los
polinomios de Hermite cldsicos corresponden a o« = 0). Sea a partir de ahora w
este peso y sea du(r) = w(x)dx sobre R. El estudio de la serie de Fourier con
respecto a los polinomios ortonormales de du fue realizado por Varona (véase [V]),
relacionandola con la serie de Fourier para pesos de Laguerre; el resultado es el
siguiente: sea S, f la suma parcial enésima de la serie de Fourier y sean

(3.04) ule) = w(a) (J) (1 + lal)"

1+ |z

A
o) = w0 () 4 a0+ v e,

Vz # 0, donde
0=

1 sib=Byp=464/3
0 en otro caso.

En esta situacién, se tiene ||wS, f||rr@w) < Cllvfllzr@w VS, ¥n si se cumplen las
condiciones

1
(3.95) a > —— + max{—a, 0};
p
1 )
(3.96) A<1——-—max{—«q,0};
p
(3.97) A<a
b<1-—1:
(3.98) { , P
b < 3+ 3p7
B>-1+%;
3.99 - 3p’
(399 {B L
b<B+1- %;
(3.100) b< B;
b<B—3+3;
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(3.101)

si en (3.100) se da alguna igualdad, entonces no se da en (3.98) ni en (3.99).
Ademas, todas las condiciones son necesarias, con la posible excepcion de que
en (3.99) se tenga la igualdad B = —% cuandop=4o0op=4/3y [ =1.

Consideremos entonces la medida que resulta de anadir a dp una delta en el
origen: dv(z) = du(x)+Mdy(x) = e |z|>* drz+ Mdy(z). Sean J(z, y) los niicleos
de dv(x) y L% (z,y) los de la medida e *x* dx + M dy(x) sobre [0, 4+00), que hemos
tratado anteriormente en este apartado (es conveniente introducir el indice « en la
notacién, por lo que sigue). La siguiente propiedad nos permite aplicar el estudio
hecho para medidas de Laguerre a medidas de Hermite generalizadas:

Proposicién 3.27. Con la notacion precedente,
JQOén(xa 0) = J;H_l(fﬂ, 0) = Lg_1/2($27 O) vn.
Demostracién:
Los niicleos J2(x,y) lo son de la medida dv(x) = e *"|z[>** dz + Mdy(x), que es

par; luego los polinomios ortonormales (),, con respecto a dv son pares o impares,
segun su grado, como se vio en la proposicion 1.7. Es decir:

QQn(m) = Rn($2)> Q2n+1<x) = xsn($2)>
con R, y S, polinomios de grado n. Puesto que J%(x,0) = >, Qu(z)Qx(0),
resulta J$, (z,0) = Jg . (x,0) = F,(2?), para ciertos polinomios F, de grado n.
Solo falta probar que F,(z) = et 2(:c, 0) Vn. Y esto equivale, de acuerdo con la
proposicion 1.9, a que para cualquier polinomio R de grado menor o igual que n,

R(0) = /o N F,(z)R(z)[e~*x* Y2 dx + M&o(z)).

Ahora bien, puesto que F,(x?) = J$ (x,0) y este es el ntcleo de dv y R(z?) es un
polinomio de grado menor o igual que 2n, se tiene:

R(0) = /_ T R ()R dv(x) = / T R (@) R e 12 da + Moo(z)] =

o0 —00

= /_ h Fo(z®)R(2?)e™ |z[** dz + M F,(0)R(0) =

_ / B R()e a da + MEL(0)R(0) =

+oo
_ /0 Fo(y)R(y)e ¥y*y~"/? dy + MF,(0)R(0) =

- /;OO Fu(y)R(y) e Yy 2dy + Mdo(y)),

como queriamos demostrar.
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De esta manera, la acotaciéon de los ntcleos Lﬁfl/ 2(35,0) implica la de los
J(x,0):

Proposicién 3.28. Sea v un peso definido segin (3.94). Si se cumplen las desi-
gualdades

A<l——-+aq,
1
B> ——
p
Yy
B>—1+i
- 3p7

entonces existe una constante C' > 0 tal que para todo n > 0
175 (@, 0) || zao-aw) < C.

Demostracion:
En virtud de la proposicion anterior, hay que demostrar que

HLgil/Q(ﬁ»O)HLq(mqw) < C Vn.

Es decir: .
/ L2 1/2 (22, 0)[ ()~ (x) dx < C.
O bien: e
/O L2 (y, 0) [ (y' ) Mw(y )y~ dy < C.
Ahora bien, como w(x) = e |22, w(y?)y 2 = e vy*1/2; y los niicleos
Lg_lﬁ(y, 0) lo son precisamente de e~¥y*~1/2dy + Mdy(y). Por otra parte,
o(@) = w0 (LY (1 a0 10 iy
1+ |z ’
luego
1/2 A
() = (et e () (P ot (1)

es inmediato comprobar que 1 + y/2 ~ (1 4 y)'/2 en (0, +00); asimismo, 1 +
log™ (y'/?) ~ 1 4 log™ y; por lo tanto,

A2
—y. a\1/2— Y
o(y'?) ~ (et (H) (L) (1 +log" )" =
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_ (e—y a—1/2)1/2—1/p (L (1 +y>B/2+1/4—1/(2p)<1 +10g+ y),@

A/241/4-1/(2p)
y 1+ y)

De esto se deduce que

+o0o
/ |22 (y, 0) 90 (y"?) " w(y )y dy < C =
0

+oo
o [ I o) ) ey oy < C.
0

donde

AJ241/4—1/(2p)
) (1 + y)B/AAA=HEI (1 4+ logh y)P.

—y a— - Y
vo(y) = (e vy /212 p <m

Pero esta tultima acotacion estd expresada en los términos de la proposicion 3.24,
cambiando o por a —1/2, Apor A/2+1/4—1/(2p) y B por B/2+1/4—1/(2p).
Luego sera cierta si se cumplen las desigualdades:

A2+1/4—1/2p) <1—=1/p+ (a—1/2)/2;
B/2+1/4—-1/(2p) > 1/4—1/p;
B/2+4+1/4—-1/(2p) > —1/4—1/(3p).
Pero estas equivalen a las del enunciado:

AJ241/4—1/(2p) <1—1/p+ (a—1/2)/2 &
SA+12-1/p<2-2/p+ta—-1/2cA<]l—1/p+a

B/24+1/4—-1/(2p) >1/4—1/p<= B—-1/p>—-2/p< B> —1/p;

B/24+1/4—1/(2p) > —-1/4—1/B3p) < B+1/2—1/p>—-1/2-2/(3p) &
& B> -1+1/(3p).

Con esto, la proposicién queda demostrada.
Anélogo resultado se tiene para la otra acotacion de los nicleos:

Corolario 3.29. Sea u un peso definido segin (3.94). Si se cumplen las desigual-
dades

a>———aq,
p

1
b<1l—-
p



LAGUERRE Y HERMITE 123

b<2~|—1
_3 3p7

entonces existe una constante C' > 0 tal que para todo n > 0

”“L?(x? 0) HLP(qu) < C.

Demostracién:
Puesto que
175 (@, ) 2wy = (115 (2, )| o a1y ~p)
y
-1 _ 1/p—1/2 Ed >_a b _ 1/2—1/q( Ed >_a —b
w(r) " =w(x S —— 1+ = w(x S —— 1+|z|)™°,
(@) = () (el =t () ()

basta comprobar que se cumplen las hipotesis de la proposicion anterior, cambiando
p por q, A por —a y B por —b y haciendo = 0. Estas son:

1
—a<l——-+4aq,
q
1
—b>——
q
Y 1
—b>—-1+—.
3q

Teniendo en cuenta que 1/q =1 — 1/p, estas desigualdades son las del enunciado,
con lo que el corolario estd demostrado.

Ahora es facil demostrar la convergencia de la serie de Fourier para dv con las
hipdtesis (3.95)-(3.101):

Teorema 3.30. Sea S, f la suma parcial enésima de la serie de Fourier con res-
pecto a dv(z) = w(z)dr + Méy(z) sobre R, w(z) = e |z]**. Sean u y v dos
pesos definidos por (3.94), con 0 < u(0) < oo y 0 < v(0) < co. Si se cumplen las
condiciones (3.95)-(5.101), entonces existe una constante C' > 0 tal que

|wSnfllLeay < Cllofllze@y Y, Vn.

Demostracion:

Denotemos por s, la serie de Fourier correspondiente al peso w(z) dz (es decir, la
de los polinomios de Hermite generalizados de indice «) y por s° la de z?w(x) dx
(es decir, con indice a + 1). Segun el teorema 3.8 y la proposicién 3.12, basta
comprobar lo siguiente:
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a) [lusnfllerwy < Cllofllorw) YF, Vn;

b) [|2'Pus) fllowzwy < Clla'=*PvfllLoewy VS, ¥ni
c) 173, 0) || Loqowy < C Vn;

d) 13 (2, 0)l| o urwy < €' Vn.

Para un peso de Hermite generalizado, (3.95)-(3.101) si que implican la convergen-
cia en media; es decir, a) es cierta. Las acotaciones ¢) y d) son inmediatas, a partir
de la proposicién 3.28 y el corolario 3.29. En cuanto a b), se trata de la acotacién
para un peso de Hermite generalizado, con indice o+ 1 y con los pesos:

o) = (e (L) e

[L’l_z/p’l}(&?) _ (6—12‘1,’2(04—&-1))1/2—1/19 ( |I’

A
1+ |z))B(1 +log™ |z])”.
) e+ g )

Basta comprobar que se verifican las condiciones (3.95)-(3.101), pero con a+ 1 en
lugar de «, lo cual es evidente. Esto demuestra el teorema.



CAPITULO IV

Convergencia en casi todo punto de la serie de
Fourier

§1. Introduccién

Sea dp una medida sobre un intervalo (a,b), donde —oo < a < b < 00y sea S,
la suma parcial enésima de la serie de Fourier con respecto a un sistema ortonormal
y completo en L*((a,b),du). Dado p € [1,00) y suponiendo que la serie de Fourier
estd definida en LP((a,b),du), podemos preguntarnos por la siguiente cuestion:

(Snf (@) — f(x)p —a.e. Vf € LP((a,b), dp)?

La primera observacion que se puede hacer es que, en principio, el conocimien-
to de la convergencia en norma no aporta ningin indicio para resolver nuestro
problema.

Asociado a un problema de este tipo aparece de forma natural el operador
maximal:

5™ f(x) = sup S, f(z)]
n
Esto se debe al siguiente resultado, cuya demostracion exponemos por su bre-
vedad:
Proposicion 4.1. Sea 1 < p < 00. Si se verifican las dos propiedades:

a) existe un subconjunto A denso en LP(du) tal que S, f(x) converge Vo yVf €
A

b) S* es un operador de tipo (p,p)-fuerte (o incluso (p,p)-débil),
entonces S, f(x) converge p-a.e. Vf € LP(du).

Demostracién:
Sea f € LP(du). Utilizamos b) en su forma débil: si A > 0y g € A,

p({z; im S, f(x) — lim S.f(2) > A}) =

n—oo

— (s T S,(f — 9)(@) — Tom S,(f — 9)@) > A}) <
< wl{w; S°(f — 9)(x) > A/2}) <0( ) /|f )P du(x).

Por a), podemos tomar g de manera que esta ultima expresién sea tan pequena
como queramos; por lo tanto,

p({z; lim S, f(z) — lim S, f(z) > A}) =0VA >0,
de donde lim,, o S, f(x) = lim,, oo S, f () p-a.c., como queriamos demostrar.

125
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Nota: la relacién entre la convergencia en casi todo punto y la acotacion del opera-
dor maximal es todavia més estrecha, ya que Stein (véase [S 1], teorema 1, pag. 148)
demostré que, con determinadas condiciones (véase también [GR], §.V1.2), el re-
ciproco de la proposicién anterior es cierto, es decir, la convergencia en casi todo
punto de S, f implica que S* es de tipo débil.

Indicaremos brevemente lo que ocurre con el sistema trigonométrico, no sélo
como un ejemplo, sino porque la convergencia en casi todo punto de dicho sistema

se utiliza en el estudio de la convergencia en casi todo punto en otros casos. Dada
f e LP(T), sea

T.f(t) = > fk)e™*
k=—n
la suma parcial enésima de la serie de Fourier de f. La acotaciéon del operador
maximal correspondiente,

T f(t) = Slip’Tnf@)’a

fue un problema muy dificil, abierto durante muchos anos, hasta que fue resuelto
por Carleson en 1966 ([C]) para p = 2 y extendida por Hunt en 1968 ([Hu 2]) para
1 <p<oo:

Teorema 4.2. Sea 1 < p < co. Fxiste una constante C' tal que

27 27
| irswra<c [Ty e o),
0 0

Nota: de este teorema ya sabemos, por la proposicion 4.1, que se deduce la conver-
gencia en casi todo punto de la serie de Fourier, pero en principio esta convergencia
no tiene por qué ser a la funcién f. Ahora bien, del teorema se sigue también de
forma inmediata la convergencia en norma. Esta, junto con la convergencia en casi
todo punto, implica que T, f(x) — f(x) en casi todo punto:

Corolario 4.3. Vf e |J _, LP(T), T,.f(z) — f(z) dx-a.e.

Para abordar el problema que nos ocupa, en determinados casos particulares
se puede intentar obtener una acotacién para el operador maximal o hacer uso de
conocidos teoremas de equiconvergencia, que comparan la serie de Fourier relativa
a un sistema concreto con la serie de Fourier relativa al sistema trigonométrico. Un
resultado de equiconvergencia para las series de Fourier respecto de los polinomios
de Jacobi es el siguiente:

p>1

Teorema 4.4. Sea f medible en [—1,1] y tal que

/ (1= 2)*(1 + 2% f(x)] d < +ov

1
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1
/ (1 — 2)*/2-VA(L 4 )21 f(2)] dar < +o0.
~1
Sea © = cos y g(0) = (1 — cos)/21/4(1 + cos §)P/*+1/4 f(cos ) VO € [0,7], y
extendida por paridad a [—m,7|. Sea S, f la suma enésima de la serie de Fourier-
Jacobi de exponentes o, 3. Entonces, Vo € (—1,1)

Jim (S, f(2) — (1= 2) 2 (L4 2) 0P 6(6) = 0.

Este teorema fue obtenido por Haar en 1917 (véase [H]) para polinomios de
Legendre (v = [ = 0) y en general por Szeg6 en 1933 ([Sz 1]) (véase también
[Sz 2], teorema 9.1.2.; pdg. 246). La posibilidad de obtener un teorema de esta
clase se debe a que los polinomios de Jacobi admiten expresiones asintoticas donde
aparecen senos y cosenos (véase [Sz 2], capitulo VIII):

(4.1)

PP (cos ) = n~2m 2 (sen &) %72 (cos §) 73 {cos(NO + ) + (nsen 8) LO(1)},
para ecn™! < 0 < © —cn~! | donde ¢ es un ndmero positivo prefijado, N =
n+(a+p+1)/2yy=—(a+1/2)7/2.

Combinando el teorema 4.2 de Carleson-Hunt y el 4.4 de equiconvergencia, es
claro que se puede obtener la convergencia en casi todo punto para la serie de
Fourier-Jacobi. Esto fue probado por Pollard en 1972 (véase [P 3]); lo enunciamos
y damos la demostracién para la serie de Fourier-Legendre:

Teorema 4.5. Sea p € (4/3,00). Si f € LP(dx), la serie de Fourier-Legendre
Snf(z) converge en casi todo punto.

Demostracion:
Como f € LP(dx) y p > 4/3, la desigualdad de Holder prueba que

/ (1 — )V f(2)| dar < +oo,

1

con lo que se cumplen las hipdtesis del teorema 4.4 de equiconvergencia. Asi, s6lo
hace falta probar que la funcién g(#) = (1 — cos 6)/4(1 + cos §)*/* f(cos 0) est4 en
L"(T) para algin r > 1 y hacer uso del teorema 4.2 de Carleson-Hunt, lo cual es
un simple ejercicio.

También mediante teoremas de equiconvergencia con la serie de Fourier trigo-
nométrica, Titchmarsh ([T], teorema 4.9, pdg. 84) y Benedek y Panzone (véase
[BP 3]) demostraron la convergencia en casi todo punto de la serie de Fourier con
respecto al sistema de Bessel.
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Notemos que un teorema de equiconvergencia no sirve para obtener acotacio-
nes para el operador maximal. Un teorema de acotacion para el operador maximal
es siempre mejor, ya que no sélo implica la convergencia en casi todo punto, si-
no también la convergencia en norma de la serie de Fourier. Esta via solamente
ha sido utilizada por Badkov (véase [B]), en el caso de los polinomios de Jacobi
generalizados.

Otra forma de obtener convergencia en norma y en casi todo punto para sis-
temas ortonormales concretos es mediante el uso de teoremas de trasplantacion.
Explicaremos brevemente en qué consiste un teorema de trasplantacién: sean {u,, }
y {v,} dos sistemas ortonormales sobre el intervalo (0,7) (aunque en algunos de
los resultados que vamos a exponer no hace falta la ortogonalidad) y £ = {,} una
sucesion. Se trata de estudiar el operador 7¢ que a cada funcién f sobre (0,7) le
asocia la funcion

Tef(a) = is ([ strn®at) o)

En concreto, un teorema de trasplantacion es el que proporciona una desigualdad
como la siguiente:

(42) | 1mt@re s < e [ irero) i

incluso con pesos o exponentes distintos en cada lado.
Esta desigualdad fue estudiada por Askey (véase [A]) en el caso particular:

0 0
un(6) = 2(a+ﬁ+1)/2Ag’5Pg’ﬁ(COS 0)(sen §)a+1/2(COS 5)54_1/2;

v (0) = 20H5D/2 479 P19 (cos 6) (sen Q)V“/?(Cos Q)6+1/2

(donde «, 3,7,5 > —1/2, P*% y P son polinomios de Jacobi de exponentes c,
B, vy dy A%’ y AT son sus respectivas constantes de ortonormalizacién);

1 <p<oo; E=r={r"}, con0<r<l;

0
w(f) = (sen 5)”(008 5)7, con —1l<o7<p—1.

En el citado trabajo, Askey obtuvo la desigualdad (4.2) para 7, , con una cons-
tante C' independiente de r. Ademds, demostré que existe una funcién 7 f(x) =
lim, 1 7, f(x) en casi todo punto, con lo que se encuentra un operador 7 que
vuelve a satisfacer (4.2).
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Cuando o=, y=4dy a =v+1, la funcién 7 f que aparece es esencialmente
la funcién conjugada, en el contexto de polinomios ultraesféricos, introducida por
Muckenhoupt y Stein (véase [MS]) por medio de ecuaciones diferenciales, donde
dichos polinomios son autofunciones de un sistema particular de Sturm-Liouville
(véase [MS] y [S 2]).

Como consecuencia de este teorema, Askey obtiene teoremas de multiplicadores
de tipo Marcinkiewicz para polinomios de Jacobi. En particular, consigue una
nueva demostracion del resultado de Pollard sobre la convergencia en norma para
series de Jacobi, cuando «, f > —1/2.

Nota: al imponer las condiciones —1 < 0,7 < p — 1, Askey esta considerando,
sin saberlo todavia (pues su trabajo es anterior a la aparicién de estos pesos) que
w € A,; es una observacién bastante inmediata que su resultado es cierto con pesos
generales w € A,,.

Un avance en los resultados de Askey lo constituye la monografia [Mu 5] de
Muckenhoupt, donde se analiza el caso de polinomios de Jacobi, con «, 3,7, > —1,
sucesiones & = {¢,,} del tipo {r"(n + 1)~*}, con s > 0, y pesos w mas generales,
sujetos a ciertas condiciones de integrabilidad (véase [Mu 5], teorema 1.14, pag. 6).
La obtencién de resultados de esta clase se debe otra vez a la féormula (4.1). Podria
decirse que la acotaciéon (4.2) se deduce si {u, } y {v,} son esencialmente funciones
que se expresan mediante senos y cosenos, de forma que sea posible comparar el
operador 7 con el multiplicador habitual en andlisis arménico

F— Y &fm)e™,

del que se conocen buenas acotaciones (en el caso £ = r, el operador es la integral
de Poisson). Esta idea es desarrollada en el trabajo de Gilbert ([G]) que exponemos
méas adelante.

Ya hemos apuntado que del teorema de trasplantacién de Askey se puede de-
ducir la convergencia en norma de la serie de Fourier para polinomios de Jacobi.
Ahora bien, no es posible, ni de ese teorema, ni del resultado citado de Mucken-
houpt, obtener consecuencias sobre la convergencia en casi todo punto. La razén
es que no se considera ningin operador de tipo maximal.

Gilbert observé que es posible estudiar algo més general. En concreto, consi-
derar una sucesion &, = {&x,}, con k € N, definir

T f() = fj b ([ FO0) ) a0

T f(x) = SUp |Z¢,, f ()]
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y estudiar acotaciones del tipo:
(4.3 | mrarew i < e [ t@rea s
0 0

Gilbert trata sélo (véase [G]) el caso sin peso (w = 1). Para enunciar su resultado
necesitamos alguna notacion:

Sea {un}n>0 una sucesién de funciones en [0, 7] que verifican las siguientes
condiciones:

(4.4) Existe una constante A tal que supg.,., |u.(z)| < A Vn.

(4.5) Existen funciones X, Xy, X3y X4 en L*>((0,7/2)) tales que

un(x) = Xi(x) cosna + Xo(x) sen na+

),

1
+E{X3(x) cosnx + Xy(z)sennx} + O(nsz
uniformemente para z € (1/n,7/2).
(4.6) Existen funciones X7, X}, X{y X} en L*((0,7/2)) tales que
A(uy)(x) = x{X{(z) cosnz + X;(x) sen nx}+

1 1
S (X! X! O(——
+n{ 3(x) cosnz + Xj(x)sennx} + (n%)’
uniformemente para x € (1/n,7/2), donde A(uy,) = Upt1 — Up.
(4.7) Existe una funcién X en L>((0,7/2)) tal que
Aluy)(z) = n X (2)up(z) + (072 4+ 2)O0(1)

uniformemente para x € (0,1/n).

(4.8) Existe una sucesién {U,} que cumple (4.4), (4.5), (4.6) y (4.7) y tal que
Uun(m — 2) = (=1)"U,(x) + O(n2) uniformemente para x € (0,7/2).

Sea {7} una sucesion doble tal que:
(4.9) >0 o Irnk| < oo, VE.
(4.10) Existe una constante B tal que |r,, x| < B Vn, k.

(4.11) Existe una constante B tal que Y~ |A(r, )| < B, Vk, donde A(r, ;) =
Tn+1,k — Tnk-
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Si{un}, {vn} y {rnx} cumplen (4.4),..., (4.11), definimos los nicleos:
Ki(z,t) = Zrn,kemxe’mt, Ki(x,t) = Z T g Un ()0 (1)
n=0 n=0

En esta situacién, el resultado de Gilbert es el siguiente:

Teorema 4.6. Sea 1 < p < 0o. Si el operador

f—sup /_: f(O)Ky(z,t) dt'

es de tipo (p,p)-débil o (p,p)-fuerte en LP((—m, 7)), entonces el operador

¢ — sup
k

/0 " (0K, ) dt’

es de tipo (p,p)-débil o (p,p)-fuerte, respectivamente, en LP((0,)).

Un ejemplo de un sistema que satisface (4.4),..., (4.8) es el de los polinomios
de Jacobi con «, 3 > —1/2, considerados en (0, 7) mediante el cambio = = cos0;
es decir:

uB(0) = AP PP (cos B)(1 — cos §)2H1/4(1 — cos §)5/2H1/4

n

donde A%¥ es una constante de normalizacién. El teorema de Gilbert proporciona
otro método para obtener el teorema 4.5 de Pollard sobre la convergencia en casi
todo punto. En efecto: sea, por ejemplo o = 3 = 0; si ¢ es una funcién en [—1, 1]
y f(0) = g(cos) en [0, 7] y llamamos S, g a la serie de Fourier respecto de P’
en [—1,1] y S/ f a la serie de Fourier respecto de u®” en [0, 7], tenemos:

(4.12) (1 =) "1+ 2) 1S (g0 (1 = )11+ 6)7 V1 2) = S, f(0),

donde z = cos 6. Si en el teorema de Gilbert tomamos la funcién maximal corres-

pondiente a
1 sin <k,
T'nk =

0 sin >k,

el operador correspondiente a ICy(x,t) es:
¢ — (5 ()(x) = Sup |Ské()]-

Y el correspondiente a Ky(z,t) es:

k

f—T(f)(2) = sup| > Fn)e™,
n=0
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donde f* es la funcién tal que f(n) = f(n) sin >0y ff(n) =0sin < 0.
Es claro que f* = 1f°(0) + 4(f + if), donde f es la funcién conjugada. De los
teoremas de Riesz y de Carleson-Hunt (teorema 4.2) se deduce que este tultimo
operador estd acotado en LP((—m,m)), para p > 1. Por lo tanto, S/ f converge
en casi todo punto, Vf € Up>1 LP((0,7)). S6lo hay que comprobar ahora que si
9 € Upsas LP((—1,1)), entonces f € LP((0,7)) para algin p > 1, lo que es un
ejercicio sencillo.

Sin embargo, seguimos sin poder probar una acotacién de tipo (p,p) para el
operador maximal S*. La razén es que las acotaciones de S* y (S")* no son equi-
valentes. De (4.12) obtenemos, para las series de Fourier-Legendre:

Su(g)(@) = (sen 0)~"/25,,(£(0) sen 6)(9),

de donde
S*(g)(x) = (sen ) "'/(S)*(f(0) sen 6)(6).

Asi, parece claro que para obtener una acotacién para el operador maximal S* se
necesita una acotacién con pesos para (S")*.

El objeto del apartado siguiente es analizar el teorema de Gilbert con pesos
A,, dado que, por el teorema de Hunt y Young ([HY]), tenemos acotacién con
estos pesos para la maximal en el caso trigonométrico. La extensiéon a pesos A,
puede resultar en la actualidad un ejercicio mas o menos inmediato; pero creemos
que es interesante su inclusion en esta memoria, porque se pueden obtener como
consecuencia acotaciones con pesos para la maximal de las sumas parciales de
la serie de Fourier-Jacobi, que extienden en cierta forma resultados de Badkov.
También se obtienen acotaciones para la maximal de la serie de Bessel que no han
sido tratadas en la literatura matematica.

En el apartado tercero, analizamos el problema de las condiciones necesarias
para la convergencia en casi todo punto; obtenemos un criterio que nos permi-
te delimitar el intervalo de convergencia en casi todo punto, en casos bastante
generales.



§2. Acotacion del operador maximal 5*

El principal objetivo de este apartado es generalizar el teorema 4.6 de Gil-
bert, introduciendo pesos w sobre el intervalo (—m, 7) que estén en la clase A,.
Todos los pesos que vamos a considerar seran pesos pares en (—m, ), con lo cual
w € Ay((—m,m)) & w € Ay((0,7)). La necesidad de que el peso w sea par, que
surge a lo largo de la demostracion del teorema, parece bastante natural si lo que
queremos es deducir la acotacion de un operador en LP((0,7),w) de la acotacién
de otro operador en LP((—m,7),w). En concreto, el resultado es el siguiente, con
la notacién del apartado anterior:

Teorema 4.7. Sea 1 < p < o0. Sea w € A,((—m, 7)) un peso par. Sean {u,} y
{vn} dos sucesiones de funciones que cumplen (4.4),. .., (4.8) y {rn} una sucesion

que cumple (4.9), (4.10) y (4.11).

Si el operador
F— () =sw| [ 0K

es de tipo (p,p)-fuerte en LP((—m, ), w), entonces el operador

¢ — T (x) = sup

/0 " o) 1) d

es de tipo (p,p)-fuerte en LP((0, ), w).

La demostracién consiste en seguir la de Gilbert sin pesos y comprobar que
sirve también en el caso de pesos pares de la clase A,. Dicha demostracion se basa
en controlar el operador maximal 7* por operadores muy relacionados con S*
(puesto que w, y v, se expresan en términos de senos y cosenos), junto con otros
que pueden ser acotados por los siguientes operadores:

Gio)(w) =1 [ oty
Galo)e) = [ ott); d
1 z+h

h

Galo)a) =sup . [ Jo®)] e

Ga(6)(x) = / o) ST gy,

cost — coszx
sent

Go(6) () = / o) —nt g

cost — cosx

133
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En adelante, w sera, como hemos dicho previamente, un peso par y en la clase
A,((—m,m)), donde 1 < p < oo. Veamos la acotacion de estos operadores con el
peso w. En primer lugar, Gy y G3 son de tipo (p, p)-fuerte en LP((0, ), w), puesto
que estan acotados por la maximal de Hardy-Littlewood y esta lo es. Consideremos

ahora el operador G:
0= [ oyt / o(t)

con K(z,t) = 1 X{u<t}; Pues bien, G1(¢)( ) = [y ¢(t)K(t,z)dt, de modo que Gy y
(G5 son adjuntos uno del otro con respecto a dt

/ ¢1G2(¢2) dt :/ ¢2G1(¢1) dt
0 0
Por lo tanto, se tiene:
[G2(02)| o) < Cll@2l|Lr@w) Vo2 € LP(w) <

& (G 1(@0)l| oy < Clld1l| aumorm) Vo1 € LI (w™/P),
donde 1/p 4+ 1/q = 1 (esta equivalencia es cierta en general, para cualquier peso,
para dos operadores adjuntos).

Pero como w € A,((0,7)) & w™9P € A,((0,7)), Gy resulta ser de tipo (g, q)-
fuerte en L(w~%P) y, por lo tanto, G5 es de tipo (p,p)-fuerte en LP(w), como
queriamos ver.

Tomemos ahora el operador G4. El operador que a cada funcién le asigna su
funcién conjugada, es decir,

t
f—>f /f Cotg—dt /f sen +senxdt,

cost —cosx

es de tipo (p,p)-fuerte en LP((—m,m), ) por ser w € A,((—m,7)). Sea entonces
¢ € LP((0,7),w) y f su extensién par a (—m,7); como

/7r f(t)sent+senxd _/ 1) sen x _SMT 964 (0) ()

- cost — cosw cost — cosx

y f y w son pares, resulta:

1G4(®) | zr(0m)w) < 20 flze(o.m) ) < ClfllLe((—mm)w) = CllOl Lr(0,m)0)

De analoga manera se prueba que G5 es de tipo (p, p)-fuerte en LP((0,7),w).

Por consiguiente, los operadores G; estdn acotados por estarlo la funciéon ma-
ximal y la funcién conjugada; son operadores que apareceran por el camino, al
relacionar 7* con §* o, més exactamente, con otros operadores que estan acotados
si lo esta S* y de los que nos ocupamos en los siguientes lemas. En ellos, mediante
{COS m} { o8 "t} denotamos una de las combinaciones: cosnx cosnt, cosnz sennt,

senne sennt
sen nx cos nt, sen nx sen nt.
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Lema 4.8. Si 1 < p < oo yS* es de tipo (p,p)-fuerte en LP((—7,m),w), entonces

los cuatro operadores
T . cosnx | [cosnt
t T dt
/0 o(t) [Z ’k{senn:c}{sennt}]

¢ — sup
k —
n=0

son de tipo (p,p)-fuerte en LP((0,7), w).

Demostracién:
Hagamos
Wi(¢)(x) = sup / o(t) [Z Tk, COS T COS nt] dt
k 0 n=0
y de manera andloga los otros tres: Wi (o), Wi (o) ().

Dada ¢ € LP((0,7),w), sea f su extensién par a

y W.
(—m, ). Teniendo en cuenta que
fespary que >0 rypcosnz e ™ = 2Ky (x,t) + 5

k(—x,t), es facil ver que

Wi(6)(x) < 38" F(x) + 18" F(~).

De la misma manera se comprueba que Wi (¢), Wi(¢) y W,(¢) cumplen esta
misma desigualdad, aunque f es unas veces la extension par y otras la impar de
¢ a (—m,m). Por lo tanto, haciendo un cambio de variable x = —y en el segundo
sumando,

W (D) o ((0,m)0) < CUS™ ()l zr(0,m)0) + CUS™ ()l 2o ((=r,0) (=) <

S O f o ((=mm)w) = CllA| Lo (0,7),)

como queriamos demostrar.

Lema 4.9. Si1 <p < oo, w € A,((—m, 7)) y es par y S* es de tipo (p, p)-fuerte
en LP((—m,m),w), entonces los cuatro operadores

2w > cosnx | [cosnt
t . dt
/x/2 o(t) [Zr ’k{sennx}{sennt}

n=0

¢ — sup
k

son de tipo (p,p)-fuerte de LP((0,7/2),w) en LP((0,7),w). (En la integral, se
entiende que ¢ =0 fuera de (0,7/2).)
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Demostracion:

Por el lema 4.8, solo hace falta ver que son de tipo (p, p)-fuerte de LP((0,7/2), w)

en LP((0,7),w) los siguientes operadores:

CONVERGENCIA EN CASI TODO PUNTO

2/2 (& cosnz )| [cosnt
— su t T dt
¢ kp /0 o(t) ; ’k{sennaz}{sennt}
s /”/2 o(t) _i cosnz) [cosnt) ] it
— su T'n
kp % — *senna [ | sennt

Pero, segtin demuestra Gilbert, estan controlados por los siguientes:

/2
Gillol:  Gallel:  Galol o / o(t) dt

y por el operador constante: ¢ — fﬂﬂ

o lo(t)]dt.

Los cuatro primeros son de tipo (p, p)-fuerte, segin hemos visto (el cuarto tam-
bién esta acotado por la maximal de Hardy-Littlewood); en cuanto al operador
constante, aplicando la desigualdad de Holder y que w € A,((0, 7)) resulta:

() e o[ [ ome e

luego también es de tipo (p, p)-fuerte. Esto demuestra el lema.

Lema 4.10. Sea 1 < p < oo y w € A,((0,7)) par. Para cada ¢ € LP((7/2,7)) y

cada x € (0,7/2), sea
i 1R

senn(m —n)
(se considera ¢ = 0 fuera de (7/2,m)). Entonces, U* es de tipo (p,p)-fuerte de
L2((nj2,m), w) en L7((0,7/2), w).

2x

o(m —n)
z/2

cosn(m —n

00
E Tnk

n=0

U(0)(x) = Sup

Demostracion:
Definiendo

Y

Ui (¢)(z) = sup

w/2 S
/ o(m—n) [Z T, COS NI COS N (T — 77)] dn
0 n=0

Gilbert demuestra que esta controlado por los operadores:

¢—>/ﬂ;|¢|
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T 1 sent
S o ——
/2 cost —cosz | senx

El primer operador es constante y se demuestra su acotaciéon como en el lema
anterior, por ser w € A,((0,7)). El segundo es igualmente de tipo (p, p)-fuerte,
por serlo Gy v Gf.

Una vez probado que U (¢) es de tipo (p, p)-fuerte, sélo hace falta ver que también

lo son:
z/2 00
¢ — sup / o(m—mn) [Z T'nk COSNT COSN(T — n)] dn
k 0 n=0
y
w/2 0
¢ — sup / o(m—n) [Z T'n. COS T COS N (T — 77)] dn| .
k 2z n=0

Pero estos resultan estar acotados de nuevo por el operador constante

¢—>/T;r¢\,

por lo que, en efecto, son de tipo (p, p)-fuerte. Con las combinaciones
cosnzsenn(m —n),...,

se procede de igual manera.
El siguiente lema admite una demostracién similar al que acabamos de probar:

Lema 4.11. Sea 1 < p < 0o y w € A,((0,7)) par. Para cada ¢ € LP((0,7/2)) y
cada x € (1/2,7), sea & =1 — x; sea

% > cosnx | [cosnt
t n dt
/6/2 #(t) [ZT ’k{sennx}{sennt}

n=0

V(o) (z) = sup

(se considera ¢ = 0 fuera de (0,7/2)). Entonces, V* es de tipo (p,p)-fuerte de
L7((0,7/2), w) en L7{(x/2, ), w).

Indicamos a continuacion el esquema de la demostracién del teorema 4.7:
Dada ¢ € LP((0,7),w), podemos acotar 7*¢ de la siguiente manera:

T 0(x) < X(07/2) ()T (X(0,7/2)0) () + X(0.75/2) ()T (X (2, 9) () +

+X (/2,0 ()T (X (0,7/2)0) (@) + X(m/2,m) ()T (X (r/2,m) @) ().
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Basta entonces probar las cuatro acotaciones:

(4.13) 1X(0,7/2) ()T (X (0,7/2)0) ()| Lo ((0,7).0) < Cll @ Lo ((0,7) 0
(4.14) X ©07/2) (@) T (X(r/2,m) @) (@) Lo ((0,m),0) < ClD ]| Lo ((0,7),0)3
(4.15) X (/2.0 (@) T (X (0,7/2)0) (@) | L2 ((0,m),0) < Cll o ((0,m),0)3
(4.16) X (/2,0 ()T (X (2, 0) ()| 10 ((0,m),0) < DN L0 ((0,7),0)-

A su vez, para probar (4.13) es suficiente con obtener:

(4.17) IxX(0,7/2) (@) T (X (0,7/2)X (2/2,22) D) (@) || Lo ((0,m),0) < CNl D Lo (0,70
(4.18) X (0.7/2) (@) T (X(0.7/2) X (0.2/2)0) (X)|| Lo ((0,7).0) < Cll @] Lo ((07) 10
(4.19) 1X(0.7/2) ()T (X (0.0 /2) X (22,7/2) D) (2)|| L2 ((0,7) ) < Cl| @] 22 ((0,7) ) -

Pero los operadores que aparecen en estas tres desigualdades se controlan por los
operadores G1, G5 v Gz, por composiciones de estos y por el operador del lema 4.9.
De ello se deduce entonces (4.17), (4.18) y (4.19) y, por lo tanto, (4.13).

En cuanto a (4.14), (4.15) y (4.16), haciendo los oportunos cambios de variable
podemos transformar X(/2,x) €n X(0,x/2)- Usando (4.8) y los lemas 4.10 y 4.11, se
demuestran estas acotaciones y el teorema esta probado.

Observacion 4.12. De igual manera se prueba que si S* es de tipo (p, p)-débil en
LP((—m,m),w), entonces 7* es de tipo (p,p)-débil en LP((0,7), w).

Para obtener consecuencias préacticas del teorema 4.7 no hay méas que tomar
sucesiones {r,x} y pesos w concretos, para los cuales resulte un operador S* del
que conozcamos su acotacion: obtenemos asi la acotacién del operador 7* asociado.
Por ejemplo, tomemos un sistema ortonormal {u,} que verifique (4.4),..., (4.8) y
U, = U, Vn. Sean S, las sumas parciales de la serie de Fourier con respecto a {u,}
y sea S* su maximal. Tomemos

1 sin <k,
Tnk =
' 0 sin>k.

Es inmediato comprobar que {r, ;} cumple (4.9), (4.10) y (4.11). Como ya vimos,
el operador correspondiente a Ky (z,t) = o rype™ e es

k

f—T(f)(x) = sup | > Fmye™|
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y el correspondiente a KCy(z,t) = D07 T ptn(x)un () es:
¢ — S'(9)(x) = sup |Se(x)]

Pero tanto el operador maximal de la serie de Fourier trigonométrica, T, co-
mo el operador f — f* son de tipo (p, p)-fuerte en LP((—m,7),w) cuando w €
A,((=m, 7)), por los teoremas de Hunt-Young (véase [HY]) y Hunt-Muckenhoupt-
Wheeden ([HMW]), respectivamente. Esto prueba el resultado siguiente:

Corolario 4.13. Sea {u,} un sistema ortonormal sobre (0,m) que satisface (4.4),
ooy (4-8) y S* el operador mazimal de las sumas parciales de su serie de Fourier.
Sil<p<ooywe Ay((0,7)), entonces existe una constante C > 0 tal que

157 fllzew) < Cll fllzew) Vf € LP((0,7), w).

Una primera aplicacion de este resultado es la acotacién del operador maximal
de la serie de Fourier relativa a los polinomios de Jacobi, cuando «, 5 > —1/2:

Proposicién 4.14. Sean o, > —1/2, 1 < p < 00. Sea S* el operador mazximal de
la serie de Fourier-Jacobi relativa a du(x) = (1 — 2)%(1 + 2)? dx sobre el intervalo
(—=1,1) y sea u un peso en (—1,1). Si

(4.20) u(cost)(1 — cost) PPN/ 4 cogt)EPIEBEDMA ¢ A (0, 7)),

entonces
S*: LP(udp) — LP(udp)

esta acotado.

Demostracion:

Denotemos por P%? los polinomios de Jacobi correspondientes a (1—xz)%(1+x)” dx,
que consideramos ya normalizados para evitar tener que manejar las constantes de
normalizacion. Mediante el cambio x = cos f obtenemos un sistema ortonormal en

(0,7): 1
/ PP ()PP (2)(1 — 2)*(1 + 2) do =

1

= / PP (cos 0) PP (cos 0) (1 — cos 0)*2(1 4+ cos )2 dh = / U (0)uy,(0) db,
0 0

con u,(0) = PP (cos0)(1 — cos§)/>1/4(1 + cos §)%/2+1/4 Si o, 8 > —1/2, este
sistema {u,} satisface (4.4),..., (4.8) (véase [G]). Ademas, si por S,, denotamos
las sumas parciales de la serie de Fourier para {P®?}, por S’ las de {u,} y por
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(S7)* el operador maximal de las S/, obtenemos para cada funcién f sobre (—1,1)
que tenga desarrollo de Fourier:

Sulf, cost) = / ) D P )P cost) (L= ) (1 + 1) dy =

m=0

= / f(cos®) Z PP (cos ) PP (cost)(1 — cos 0)*T2(1 4 cos 0)°T1/2 dh =
0 m=0
a1 6.1
= (1—cost) 2 4(1l +cost) 2 4x

n

X /Ow[f(cos 0)(1 — cos 9)%+%1(1 + cos 9)§+i] Z U (0w (t) dO

= (1 — cost) ™2 V41 4 cost)P/27V4AS! (g, 1),
donde g(t) = f(cost)(1 — cost)®?+1/4(1 + cost)?/2+1/4. Por lo tanto:

S*(f,cost) = (1 — cost) ™27 V4(1 4 cost) P27 14(S")* (g, t).

Entonces:
15 (f, )l Lo ue) (1-2)2 (142)8 dz) < ClF Il Lpu(z)(1—2)o (142)8 dz) &

~ ||S* (fa COs t)||LP(u(cost)(l—cost)a+1/2(1+cost)f3+l/2 dt) <
< C”f(COS t)HLP(u(Cost)(l—cost)O‘+1/2(1+cost)5+1/2 dt) Ag
A H(S/)*(g? t) |’Lp(u(cost)(lfcost)<2*17)<20‘+1)/4(1+cost)(2*1">(2ﬁ+1)/4 dt) <

< C”g(t) ||Lp(u(cos t)(1—cos t)(2=P)(2a+1)/4(1 fcos t)(2-P)(28+1)/4 gt) -

Y, segin el corolario 4.13, esto es cierto para toda g si
u(cost)(1 — cost)@PRAFD/A(] 1 cos 1) PN/ ¢ A (0, 7)),

como queriamos demostrar.

La expresion (4.20) es una condiciéon A, sobre el peso u, después de haber
hecho el cambio x = cosf para pasar al intervalo (0, 7). No es facil deshacer el
cambio en la condicién A,, para volver al intervalo (—1, 1) original, como serfa de
desear. Sin embargo, podemos examinar directamente (4.20) en casos particulares;

por ejemplo, para obtener los resultados de Badkov (véase [B]) en el caso de los
polinomios de Jacobi con «, f > —1/2:
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Corolario 4.15. Sean o, > —1/2, 1 < p < oo. Sea S* el operador mazximal de
la serie de Fourier-Jacobi relativa a du(x) = (1 —2)*(1+x)? dz sobre el intervalo

(=1,1) y sea u(x) = (1 — 2)®(1 — z).
Si se cumplen las condiciones

a+ (a+1)(1/p—1/2) < 1/4, b+ (B+1)(1/p—1/2) < 1/4,

a+(a+1)(1/p—1/2)>—-1/4 y b+ (B+1)(1/p—1/2) > —1/4,

entonces S* : LP(udp) — LP(udp) es un operador acotado.

Demostracion:
De acuerdo con la proposicion 4.14, sélo hay que probar:

(1 — cos t)PHEPIReFD/A(] 4 cog )P HEPEBHN/A ¢ 4 ((0,7)).

Pero como 1 —cost ~ t* y 1+ cost ~ (m —t)? en (0, ), esto equivale a:

t2ap+(27p)(2a+1)/2<7r _ t)sz+(2fp)(2ﬂ+1)/2 € A,((0,m)),

lo que a su vez, segiin vimos en los teoremas 1.36 y 1.39, equivale a las condiciones:

(4.21) 2ap + (2 — p) (20 +1)/2 > —1;
(4.22) 2ap+ (2 —p)(2a+1)/2 < p—1;
(4.23) 20p + (2 —p)(26+1)/2 > —1;
(4.24) 20p+ (2 —p)(268+1)/2<p—1.

Estas condiciones son las de la hipdtesis:

(4.21) & 2ap+ (2—p)2a+1)/2> -1 a+ (a+1/2)(1/p—1/2) > —-1/(2p) &
Sa+ (a+1)(1/p—1/2) > —1/4;

(4.22) © 2ap+(2—p)(2a+1)/2 < p—1 & a+(a+1/2)(1/p—1/2) < 1/2—1/(2p) &
Sa+ (a+1)(1/p—1/2) < 1/4;

Lo mismo sucede con (4.23) y (4.24), con lo que el corolario esta demostrado.

Observacién: nétese que de este resultado se obtiene también el intervalo exacto
de convergencia en media de la serie de Fourier.
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Otro sistema ortonormal cuya trasposicién al intervalo (0,7) da lugar a un
sistema {u,} que satisface las hipdtesis del corolario 4.13 es el sistema de Bessel,
{jn}, de orden o > —1/2. Como ya vimos, si J, es la funcién de Bessel de orden
a> —1y {a,} es la sucesion de sus ceros, en orden creciente, se define

V2
 ari(aw)]

y {jn} resulta ser un sistema ortonormal en (0, 1) con respecto a = dz. El paso al
intervalo (0, 7) es ahora una simple dilatacién y = wa:

]n<x> Ja(anx)

/0 @) () i = / () g (g dy =

= /0 W[ﬂ‘lyl/ (Y)Y P ()] dy.

El sistema determinado por u,(z) = 7 '2'/2j,(77'2) es ortonormal en (0,7) vy,
cuando o > —1/2, satisface (4.4),. .., (4.8) (véase [G]). Podemos obtener el mismo
tipo de resultados que para el operador maximal de la serie de Fourier-Jacobi, con
la particularidad de que ahora la condicién sobre el peso si es una condicién A,
sobre el intervalo original (0, 1):

Proposicién 4.16. Sea a > —1/2, 1 < p < oo. Sea S* el operador mazximal de
la serie de Fourier-Bessel de orden o y sea u un peso en el intervalo (0,1). Si
u(y)y % € A,((0,1)), entonces

S LP(u(z)x dr) — LP(u(x)x dx)
es un operador acotado.

Demostracién:

Denotemos por S, las sumas parciales de la serie de Fourier-Bessel, por S, las de la
serie de Fourier con respecto a {u,} y (S’)* el operador maximal de S/,. Entonces,
para cada funcién f sobre (0, 1) que admita desarrollo de Fourier-Bessel,

S,(£.770) = [ @) Y sl ima)a da =

-/ CFEY) Y () (5 )72y dy =
m=0

n

— / " Py S Y () g ()] dy =

0 m=0
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_ /0 FE 9y S (1 (y) dy =
m=0

=t 25 (f(r )y 2 ) = 7280 (g, 1),
con g(t) = f(m~'t)t'/2. Por lo tanto:
S*(fm ) =728 (g, 1).
Luego
||S*(f> x)HLP(u(x):cd:r:) < CHf(x)HLP(u(x):L‘da:) ~
S |1S*(f, 7 ) | peu—oeary < CIF @O | oo a1y ary <
A H(Sl)*(g7t)HLP(u(ﬂ'—lt)ﬂ*Pm ay < C”g(t)HLP(u(ﬂ—lt)tlfp/Q dt)-

Y, segtin el corolario 4.13 esto es cierto si u(r~1t)t!=?/2 € A,((0,7)). Ahora bien,
u(r= 1)t P2 € A,((0,7)) < Va,b tales que 0 <a < b <1,

b b p/q
/ u(m ) P2 dt ( / [u(r eyt #/2] " dt) < CO(mb — ma)?P <

a a

b b p/q
& / u(y)y' " dt (/ [uly)y' /2" dt) <C(b—aP, 0<a<b<le

< uly)y' " € A,((0,1)),

como queriamos demostrar.

Observacion: usando la propiedad de que (u,v) € Af} = Jw € A, tal que c;u <
w < ¢, con dos constantes positivas ¢; y ¢z (teorema 1.33 de Neugebauer), pueden
establecerse resultados andlogos a los anteriores para el caso de la acotacién con
dos pesos.

El teorema 4.7, que generaliza el resultado de Gilbert con pesos de la clase A,,
permite obtener otros resultados al considerar sistemas particulares {u,} y {v,}
distintos o incluso otras sucesiones {r,}. Por ejemplo:

Teorema 4.17. Sean «, 3,7,6 > —1/2, 1 < p < oo, du(x) = (1 — 2)*(1 + z)P dx
y dv(z) = (1 —2)7(1+ 2)° dz sobre el intervalo (—1,1). Sean { PP} y {P7°} sus
respectivos polinomios de Jacobi, ortonormalizados. Supongamos que se cumplen
las siguientes desigualdades:

y+1 Lot J0+1 yB+1

4.25 4 <p< <p< ;
(4.25) v +3 P a T 26513 Pt
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(4.26) 0<@2-p)la—9), 0<@2-p)(3-9).

Entonces, para cada f € LP(dv) existe una g € LP(du) con los mismos coeficientes
de Fourier que f (en sus respectivos sistemas ortonormales), es decir:

[ swrmowane = [ rorea wso

91l e (@) < ClLf Nl e (an),
donde la constante C no depende de f.

Ademads,

Demostracion:

Sean
ulB(t) = PoP(cost)(1 — cost)/ V41 + cost)P/21/4

y
wP(t) = P (cost)(1 — cost)/ 241 + cost)?/#1/4,

que, como hemos visto anteriormente, forman dos sistemas ortonormales en (0, 1).
Sea también:
1 sin <k,
Tnk = .
0 sin>k.

Hemos visto que el operador §* asociado es de tipo (p, p)-fuerte en LP((—m, m), w)
siw € A,((—m,7)). Luego el operador 7* asociado a {u2?}, {u)?} y {r,+}, dado

por:
| ot S o)
n=0
es de tipo (p, p)-fuerte, si w € A,((0,7)), es decir:
177 () ($)l| Lrw(s)ds) < CllPl|Lr(wis)as) Yo € LF(w).

Como hemos comentado, para la acotaciéon con dos pesos u y v

(4.27) 1T(0)(8) || o (u(s) ds) < Cll|| Lr(w(s) sy YO € LP(v)

basta con (u,v) € Ag((O,W)) para algiin 6 > 1, ya que, si esto es asi, existe otro
peso w € A,((0, 7)) de tal manera que c;u < w < cyv para ciertas constantes ¢y y
cy positivas.

Sea entonces f € LP(dv) y a, f flx (z) dv(x). Definamos, para cada
nimero natural k,

=S Pt = [ 1) Y PP ) =) (1 )

n=0

T%(9)(s) = sup
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k

gr(cos s) = / f(cost) Z P4 (cost) PP (cos s)(1 — cost)"H2(1 + cos t)oH1/2 dt =
0 n=0
T k
= / f(cost)(1 — cost)"*TV/4(1 4 cost)/2H1/4 Z PP (cos s)ul(t) dt =
0 n=0

1

a1 8
=(1—coss) 2 4(14coss) 2 141X
1,1 51 5
2+4(1+COSt)2+4 E uz’ﬂ(s)uZ’ (t) d?f,

n=0

X /0 f(cost)(1 — cost)
luego

sup |gr(cos s)| = (1 — cos s) /27 V4(1 + cos ) 927 VAT* () (s),
k

donde ¢(s) = f(coss)(1 — cos s)V/>TV/4(1 4 cos 5)0/2+1/4,
Entonces,
Hgk(I)HLp((kz)a(Hx)ﬁ dz) =

= Hgk(COS S) ||LP((lfcos s)at1/2(14-cos s)P+1/2 ds) <
< [(1 = cos 5)=2 (1 4 cos ) VATH(D) (5)] o ((1-cos s)0+1/2 (14cos )5+172 ds) =
= [[77($) (8) | Lo ((1—cos 5)1-2/2)(@+1/2) (1 +-cos 5)(1-2/2)(B+1/2) gs) -
Admitamos que 7 es un operador acotado de
LP((1 = cos 5)(17p/2)(v+1/2)(1 + cos 3)(1fp/2)(5+1/2)>
en
LP((1 = cos S)(1—79/2)(0er1/2)(1 + cos 5)17P/2+1/2)y

lo que probaremos mas adelante. Si esto es asi, resulta:
177 (0) (8) | Lo ((1—cos 5)1=p/2(@+1/2) (14-cos 5) 1-p/2(B+1/2) 4s) <

< CH¢<S) HLP((lfcoss)(lfp/Q)(WH/Q)(1+coss)(1*1’/2>(5+1/2> ds) —
= (|| f(cos 5)||Lp((1—coss)w+1/2(1+coss)5+1/2 ds) = C||f($)||LP((1—x)v(1+x)6 dz)>

con lo cual ||gxl|o(an) < Ol fllzo(an):
Se tiene entonces que la sucesién {g;} contiene una subsucesién {gx, } que converge
débilmente a una funcién g € LP(du). Es decir:

1 1
/ ghdp = lim / grhdp Yh € LY (dp)
— J—o0

1
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Por consiguiente:

)= J 1

1 1
/ P dp =l [ g, Pt dp =,

y ademas,
9] Lo (dpy < sup |9k || Loan) < ClflLran)
J

como queremos demostrar.
Para obtener el resultado, sélo tenemos que probar que 7 * es un operador acotado

de
LP((1 = cos s)1P/2A0H/2) (1 4 cos 5)1-P/2)0+1/2)

cn
LP((1 = cos s)1P/EH2 (1 | cos 5)1-P/DB+/2)).

Como 1 —coss ~ 5?2y 1+coss ~ (m—s)?en (0,7), ello equivale a probar que 7*
es un operador acotado de

[P(s@-PEH2) (g _ ) @-n)5+1/2))
en

Lp(s(2—p)(a+1/2)(7T — S)(2—p)(ﬁ+1/2))'
Es suficiente ver, por (4.27), que para algin 6 > 1,

((5(2—17)(%1/2)(7T — S)(2—p)(6+1/2)’ 3(2—p)(a+1/2)<7r — S)(2—p)(6+1/2)) e AZ«O’W))'

Pero segin vimos en los teoremas 1.33 y 1.39, esta condicion se puede expresar de
la siguiente manera:

—1<(2-p)la+1/2); —1<(2-p)(f+1/2);

2-py+172)<p-1  2-p0+1/2)<p—-1
2-p)y+1/2) < 2-p)la+1/2);  (2-p)(6+1/2) < (2-p)(B+1/2).
Estas desigualdades equivalen a (4.25) y (4.26), y el teorema queda probado.

Notas: a) Eligiendo otras sucesiones {r, x} que verifiquen las hipdtesis de Gilbert,
es posible obtener de la misma manera resultados similares, en el sentido de que a
cada funcién f ~ >°>°  a,P7? asocian una g ~ Y oo mua, P&P.

b) Teoremas de este tipo han sido obtenidos por Askey ([A]) y Muckenhoupt
([Mu 5]), no para los polinomios P®# y P)* sino para las funciones ortonormales
correspondientes.
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Hasta ahora solo hemos hablado, para sistemas particulares, del intervalo de p
donde podemos asegurar la convergencia en casi todo punto (bien directamente o
bien por medio de la acotacién del operador maximal). En este ultimo apartado,
trataremos de determinar lo que ocurre fuera de dicho intervalo.

Por ejemplo, para las series de Fourier-Legendre sabemos que hay convergencia
en casi todo punto en LP si p > 4/3. Para p < 4/3, se puede ver ([Sz 2|) que
la serie de Fourier de la funcién (1 — x)~%/* diverge en todo punto. Esto lo hace
notar Pollard en [P 3|, donde plantea el problema de la convergencia en L*3. En
1983, Meaney (véase [M]) responde a esta cuestion, demostrando que existe una
funcién en L*/3 cuya serie de Fourier-Legendre diverge en casi todo punto. Como
ya es habitual, el resultado se extiende al caso de series de Fourier-Jacobi para
a,f>-—1/2.

Badkov (véase [B]), al estudiar el operador maximal en los casos que trata,
también logra demostrar que en los espacios LP en los que el operador maximal
no esta acotado, se puede encontrar una funciéon cuya serie de Fourier o bien no
existe, o bien diverge en casi todo punto.

El método de Badkov y de Meaney consiste en usar estimaciones para la norma
de los polinomios en L7, donde 1/p+ 1/q = 1, y estimaciones asintdticas para los
polinomios del tipo de (4.1).

Nuestra aportacion en este tema es la observacién de que sélo hace falta una
cota inferior sobre la norma de los polinomios para obtener un resultado de diver-
gencia. Utilizaremos el teorema 1.11, de M&té, Nevai y Totik, cuyo enunciado es
el siguiente:

Sea dp una medida sobre [—1,1] y ¢/ > 0 en casi todo punto. Sea 0 < r < oc.
Existe una constante C' tal que, si g es una funcién medible Lebesgue en [—1, 1],
entonces:

||//($)_1/2<1 - $2)_1/49($)||Lw(dx) < (C lim ||Png||L’“(dx)~

n—oo

En particular, si lim,,_, || P.gl/zrz) = 0, entonces g = 0 en casi todo punto.

Como consecuencia, podemos probar un teorema sobre divergencia, valido para
la serie de Fourier relativa a polinomios ortonormales con respecto a una medida
cuya parte absolutamente continua sea positiva en casi todo punto:

Teorema 4.18. Sea dp una medida sobre [—1,1] con ' > 0 en casi todo punto y
supongamos que 1 < p<qg<oo, 1/p+1/qg=1. Si

(4.28) p () 721 = 2?) "t ¢ L (do),
entonces existe f € LP(du) tal que S, f diverge en casi todo punto de [—1,1].

147
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Demostracion:
Si f € LP(dp), entonces S, f(x) = > p_ock(f)Pe(x), donde { Py} es la sucesién de
polinomios ortonormales con respecto a du y

/ [Py dp.

Consideremos los operadores ¢, : LP(du) — R dados por la expresiéon anterior;
por dualidad,

leall = 11Pullzoan) > | Pal@)id’ (2) ]| agaay

y, segun el resultado de Maté, Nevai y Totik antes citado,

sup ||, || = +o0.
n

Entonces, el teorema de Banach-Steinhaus asegura la existencia de una funcion
f € LP(du) tal que sup, |c,(f)| = +o00. Supongamos que S, f converge en un
conjunto F de medida de Lebesgue | E| positiva. Esto implica que ¢, (f)P,(x) — 0
en E luego

lim P,(x) =0en E,
por ser sup, |¢,(f)] = 4o00. Pero entonces existe un subconjunto D de E y de
medida positiva (tan préxima a |F| como queramos) tal que

lim P,(z) = 0 uniformemente en D,

n—oo

con lo que
1

lim [ xpP.dp=0.

n—oo J —1
Pero de esta igualdad, aplicando de nuevo el resultado de Maté, Nevai y Totik,
conr =1y g=xpy, se deduce que

1
lim [ xpp/(x) /(1 —2*) "V de =0,
n—oo J —1
lo que implica ¢/ = 0 en D, contra la hipétesis. Por lo tanto, .S, f diverge en casi
todo punto, lo que prueba el teorema.

Este teorema extiende el resultado de Meaney para polinomios de Jacobi, sin
la restriccién «, § > —1/2:
Corolario 4.19. Sean a > —1/2, a > 3 > —1, du(z) = (1 — 2)*(1 + x)Pdx
sobre [—-1,1] y p = 4(a + 1)/(2a + 3). Entonces existe f € LP(du) cuya serie de
Fourier-Jacobi diverge en casi todo punto de [—1,1].
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Demostracion:
Basta comprobar que se cumple la condicién (4.28).

Otra sencilla consecuencia del teorema es la siguiente:

Corolario 4.20. Eziste un sistema de polinomios ortonormales en [—1,1] tal que
la serie de Fourier correspondiente no puede converger en casi todo punto para
toda funcion f € LP(du), conp < 2.

Demostracién:
Si tomamos la medida du(x) = e~'/1*l dz, es facil comprobar que se cumple (4.28)
para todo p < 2 (es decir, ¢ > 2).

Nota: el teorema 4.18 no proporciona ningin resultado cuando p = 2. De hecho,
permanece abierta la cuestién de si para cualquier medida p en [—1, 1], la serie de
Fourier relativa a sus polinomios ortonormales converge en casi todo punto para
toda funcién de L?*(du). Puede verse un resultado parcial en [Nv], corolario 8.5,
pag. 150, que asegura la convergencia imponiendo condiciones de suavidad a .
Por el contrario, existen sistemas ortonormales (no formados por polinomios) para
los cuales hay funciones de L? con serie de Fourier divergente en casi todo punto
(véase [O], capitulo III, § 2).

El teorema 4.18 se puede extender a espacios L con pesos de la siguiente forma:

Teorema 4.21. Sea dp una medida sobre [—1,1] con /' > 0 en casi todo punto
y supongamos que 1 < p < g < oo, 1/p+1/q = 1. Sea v una funcidn positiva y
medible Borel en [—1,1]. St v™! & L(du) o

p ()72 (1 = 2?)" ()1 ¢ L(d),

entonces existe una f € LP(vP du) tal que o bien no existe S, f, o bien diverge en
casi todo punto de [—1,1].

Demostracion:
Supongamos que S, f existe y converge en algtin conjunto de medida positiva, para
toda f € LP(vP du). Puesto que existe
1 1
wlf) = | F@Pdute) = [ ©f)Fw ) duta) Vof € D),
-1 -1
debe ser Pyv~t € L4(dp), es decir: v=1 € L(dp). Y ahora, si v=! € Li(du), existe

ck(f) para toda f € LP(vP du) y podemos continuar de manera andloga a como lo
haciamos en el teorema 4.18.
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Como consecuencia, se puede enunciar el resultado correspondiente al corola-
rio 4.19, con un peso u(z) = (1 — z)*(1 + x)°.
Podemos enunciar también el teorema 4.21 imponiendo la hipétesis

sup ||an_1||Lq(du) = 400

en lugar de
W ()72 (1 = 2?)" ()1 ¢ L(dx).

En este sentido, el resultado que hemos obtenido generaliza el de Badkov ([B],
teorema 6.3), ya que este impone otras condiciones adicionales.

En cuanto al sistema de Bessel, ya hemos visto en el segundo capitulo que
se tiene una férmula similar (véase [V], teorema 5.15) a la que Maté, Nevai y
Totik probaron para sistemas de polinomios: si @« > —1 y 1 < p < 00, existe una
constante C' > 0 tal que

1 1
/ h(z)z P2 dz < C lim h(z)|jn ()P dz
0

n—oo J 0

para toda funcién h medible y no negativa sobre [0, 1].
Usando este resultado en lugar del de Maté, Nevai y Totik, se demuestra lo
analogo al teorema 4.21:

Teorema 4.22. Seana > -1yl <p<g<oo, 1/p+1/qg=1. Sea v una funcion
positiva y medible Borel en [0, 1]. Si

v(z) 92t ¢ L (dr)

v(z) 212 ¢ LY dx),

entonces existe una f € LP(vPxdz) cuya serie de Fourier-Bessel de orden o o no
existe o diverge en casi todo punto de [—1,1].

Observacion. En el caso de los polinomios de Jacobi con «, 5 > —1/2, los corola-
rios 4.15 y 4.19 dejan cerrado el problema de la convergencia en casi todo punto de
la serie de Fourier para los espacios de Lebesgue LP. Es decir, existe un p = p(a, 3)
tal que

Snf(x) — f(z) en casi todo punto, Vf € U L™ (dp)

r>p

y Snf(z) diverge en casi todo punto para alguna f € LP(du), donde du(x) =
(1 — 2)*(1 + z)? dx sobre [—1,1].
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Este estudio se puede extender a los espacios de Lorentz. Por ejemplo, Colzani
([Co]) ha estudiado la convergencia en casi todo punto de la serie de Fourier-
Legendre en los espacios L*3" y ha obtenido el siguiente resultado:

Teorema.

a) Las sumas parciales S, f(x) de la serie de Fourier-Legendre de cualquier
funcion f € LY ([—1,1]) convergen en casi todo punto a f.

b) Sil<r < oo, eviste una funcion f € L*37([—1,1]) tal que S, f(z) diverge
en todo punto de [—1,1].

En el caso general, si {P,} es un sistema de polinomios ortonormales con res-
pecto a una medida p en [—1, 1], podemos seguir las ideas del teorema 4.18 y
probar el siguiente resultado:

Proposiciéon 4.23. Sea p una medida en [—1,1], ¢/ > 0 en casi todo punto y
{P,} su sistema de polinomios ortonormales. Sea 1 <p < g <oo, 1/p+1/q=1,
l<s<oo,1/s+1/r=1.5i

(4.29) sup || Py || Lar (apy = 00,

entonces existe una funcion f € LP*(du) cuya serie de Fourier respecto del sistema
{P,} diverge en casi todo punto de [—1,1].

Demostracion:
Si llamamos ¢, (f) a los coeficientes de Fourier de f € LP*(du), la norma de los
operadores ¢ : LP*(du) — R es, por dualidad,

HPn“Lq’T(du)-

Como los espacios de Lorentz son espacios de Banach, podemos utilizar el teorema
de Banach-Steinhaus y continuar como en el teorema 4.18.

La condicién (4.29) se puede utilizar en los casos en que conozcamos expresiones
asintoticas de los polinomios. Por ejemplo, para los polinomios de Legendre, puede
demostrarse que || Py za.s(ar) ~ [log(2 + n)]'/* (véase [Co]); basta entonces utilizar
la proposicién anterior y obtenemos la parte b) del teorema de Colzani, si bien con
divergencia en casi todo punto.

Pero en el caso general no es posible determinar si se cumple (4.29). Seria
interesante conocer acotaciones inferiores para las normas de los polinomios en
LP"(dp); es decir, algin resultado similar al teorema 1.11 de Maté, Nevai y Totik
para las normas en LP(du). Este es uno de los temas en los que estamos investigando
actualmente.
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