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SERIES DE FOURIER RESPECTO DE SISTEMAS
ORTOGONALES: ESTUDIO DE LA CONVERGENCIA EN

ESPACIOS DE LEBESGUE Y DE LORENTZ

Mario Pérez Riera

Resumen: se estudia la convergencia en espacios Lp de las series de Fourier
correspondientes a medidas que son suma de un peso conocido y una o varias deltas
de Dirac, analizándose en particular el caso de los pesos de Jacobi generalizados,
Laguerre y Hermite generalizados. Asimismo, se aborda la acotación débil (o de
Lp en Lp,∞) y la acotación débil restringida (o de Lp,1 en Lp,∞) de las series de
Fourier relativas a los polinomios de Jacobi y al sistema de Bessel. En tercer lugar,
se estudian problemas relacionados con la convergencia en casi todo punto de la
serie de Fourier, tanto para sistemas particulares como para el caso general.

FOURIER SERIES WITH RESPECT TO ORTHOGONAL
SYSTEMS: A STUDY OF THE CONVERGENCE IN LEBESGUE

AND LORENTZ SPACES

Abstract: we study the convergence in Lp spaces of the Fourier series co-
rresponding to measures which are sum of a known weight and one or more mass
points; in particular, the cases of generalized Jacobi, Laguerre and generalized Her-
mite weights are analysed. Also, we study the weak boundedness (or boundedness
from Lp into Lp,∞) and restricted weak boundedness (or boundedness from Lp,1

into Lp,∞) of Fourier series relative to Jacobi polynomials and the Bessel system.
Finally, we consider some problems related to a.e. convergence of Fourier series,
both for particular systems and for the general case.

A.M.S. classification: 42C10, 33A65.

Key words and phrases: orthogonal polynomials, mean convergence, weak con-
vergence, a.e. convergence.
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INTRODUCCIÓN

Dado un espacio de medida (Ω,M, µ), se dice que un conjunto numerable
{φn}n≥0 contenido en L2(Ω, µ) (funciones de cuadrado integrable con valores en R
o en C) es un sistema ortonormal si∫

Ω

φnφm dµ = δn,m ∀n, m ≥ 0,

donde δn,m = 1 si n = m y δn,m = 0 si n 6= m. Por ejemplo, el sistema {eint}n∈Z es
ortonormal sobre T, con la medida de Lebesgue:∫ 2π

0

einte−imt dt = δn,m ∀n, m ∈ Z.

Dado un sistema ortonormal {φn}, podemos asociar a cada función f ∈ L2(µ)
la serie formal

∞∑
k=0

ckφk, donde ck =

∫
Ω

fφk dµ.

El estudio de la convergencia a la función f de esta serie, denominada serie de
Fourier de f en {φn}, ha dado lugar a un amplio campo de investigación, dentro
del cual se enmarca la presente memoria. El problema se formula correctamente
definiendo en L2(µ) los operadores sumas parciales de la serie de Fourier, Sn, dados
por:

Snf =
n∑

k=0

ckφk.

El espacio L2(µ) es de Hilbert; la teoŕıa de espacios de Hilbert permite demostrar
fácilmente que Snf es la mejor aproximación en L2(µ) a la función f de todas las
combinaciones lineales de {φ1, . . . , φn}. Si la clausura lineal de {φn} es densa en
L2(µ), se tiene entonces la convergencia de la serie de Fourier:

Snf −→ f en L2(µ), ∀f ∈ L2(µ).

Resuelto el problema en L2(µ), podemos plantearlo en Lp(µ), 1 < p < ∞: si el
sistema {φn} es tal que φn ∈ Lp(µ)∩Lq(µ) (donde 1/p+1/q = 1), tenemos definidos
los operadores Sn en Lp(µ); en este caso, ¿Snf −→ f en Lp(µ), ∀f ∈ Lp(µ)? Una
condición natural previa es que el sistema {φn} sea denso en L2(µ) (lo que implica
que lo es en Lp(µ) también). A diferencia del caso p = 2, no existe solución general
a esta cuestión. Uno de los primeros resultados es que la convergencia en Lp(µ) de
la serie de Fourier equivale a la acotación uniforme en Lp(µ) de los operadores Sn.

Volviendo al ejemplo antes citado, {eint}n∈Z, la demostración de la convergencia
de su serie de Fourier (que es la serie de Fourier clásica) para 1 < p < ∞ se debe
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viii Introducción

a M. Riesz. En efecto, es una consecuencia de su célebre teorema que establece la
acotación del operador función conjugada: ‖f̃‖Lp ≤ C‖f‖Lp .

Otros sistemas ortonormales que han sido tratados frecuentemente son los for-
mados por polinomios, relativos tanto a medidas sobre la circunferencia T como
a medidas sobre R. Algunos sistemas particulares son los de Jacobi y Jacobi ge-
neralizados (ambos sobre el intervalo [−1, 1]), los de Laguerre (sobre R+) y los de
Hermite y Hermite generalizados (sobre R). Para los sistemas de Jacobi, el estudio
de la convergencia de la serie de Fourier fue realizado por Pollard ([P 1], [P 2]),
Newman y Rudin ([NR]) y Muckenhoupt ([Mu 1]); este último demostró la con-
vergencia de la serie de Fourier para los sistemas de Laguerre y Hermite ([Mu 2],
[Mu 3]). Para los sistemas de Jacobi generalizados, puede verse el trabajo de Bad-
kov ([B]). Otro sistema ortonormal que podemos citar es el de Bessel (sobre el
intervalo [0, 1]), el cual no está formado por polinomios y ha sido estudiado por
Benedek y Panzone ([BP 1], [BP 2]). Debemos precisar que en cado uno de estos
casos la convergencia de la serie de Fourier no tiene lugar en todos los espacios
Lp(µ), con 1 < p < ∞, sino en rangos menores de p. Los métodos empleados
para demostrar la convergencia en media requieren, en la mayoŕıa de los ejemplos
citados, conocer diversas estimaciones de las funciones ortonormales, aśı como re-
sultados sobre la acotación de diversos operadores, algunos de ellos similares a la
transformada de Hilbert. En relación con esto último, Varona ([V]) ha empleado
la teoŕıa de pesos Ap para obtener la convergencia en media de la serie de Fourier
en los casos anteriores y en otros particulares, aśı como resultados más generales,
especialmente para medidas sobre intervalos acotados en R.

En el caso de una medida cualquiera y aun cuando el sistema ortonormal
esté formado por polinomios, los avances son, naturalmente, de menor alcance.
Existen algunos resultados sobre estimaciones de los polinomios, de sus coeficien-
tes directores y de otros parámetros asociados, sobre todo para medidas sobre la
circunferencia unidad, T; muchos de ellos se han trasladado también a medidas
sobre el intervalo [−1, 1], ya que es posible relacionar sus respectivos sistemas de
polinomios ortonormales. En cuanto a la convergencia en media de la serie de
Fourier, podemos mencionar apenas los trabajos de Newman y Rudin ([NR]) y
Máté, Nevai y Totik ([MNT 1]), que establecen condiciones necesarias para dicha
convergencia. En particular, el trabajo de los tres últimos autores es de especial
interés, ya que en todos los ejemplos conocidos a los que es aplicable las condicio-
nes necesarias que plantea coinciden también con las condiciones suficientes para
la convergencia en media. Ello ha supuesto el punto de partida de esta memoria
en dos direcciones: por un lado, nos ha llevado a estudiar la convergencia débil
de la serie de Fourier, con el fin de ver si las condiciones de Máté, Nevai y Totik
son también necesarias para esta convergencia, como en efecto se ha probado. Por
otro, el hecho de que las condiciones se refieran tan sólo a la parte absolutamente
continua de la medida plantea una pregunta sobre el papel de la parte singular; en
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la memoria estudiamos medidas que consisten en añadir a algunas de las citadas
anteriormente varias deltas de Dirac y obtenemos los rangos de p para los cuales
se verifica la convergencia en Lp(µ), rangos que coinciden en todos los casos con
los de las medidas de partida.

Otro tipo de convergencia que se aborda con frecuencia en la literatura es la
convergencia en casi todo punto. Podemos situar el origen de esta cuestión en la
conjetura de Lusin (1915): la serie de Fourier trigonométrica (relativa al sistema
{eint} sobre T) converge en casi todo punto a f para toda f ∈ L2. La demostración
de esta conjetura se debe, como es sabido, a Carleson ([C]) y su extensión a Lp,
1 < p < ∞, a Hunt ([Hu 2]). El resultado demostrado por Carleson para el sistema
trigonométrico, y del cual se deduce no sólo la convergencia en casi todo punto
sino también la convergencia en media, es que el operador

S∗f(x) = sup
n
|Snf(x)|

está acotado en L2. En general, si el sistema ortonormal {φn} es denso, la acotación
del correspondiente S∗ (operador maximal de las sumas parciales de la serie de
Fourier) en un Lp(µ) implica la convergencia en casi todo punto de la serie de
Fourier. Esta es la propiedad que utilizamos para, basándonos es un trabajo de
Gilbert ([G]), estudiar la convergencia en casi todo punto para algunos sistemas
particulares.

La presente memoria está dividida en cuatro caṕıtulos. El caṕıtulo I tiene
carácter básicamente introductorio, con alguna aportación nueva. En él, anun-
ciamos los conceptos y resultados que se necesitarán en el resto del trabajo. A
excepción de unos pocos casos que se señalan expĺıcitamente, a lo largo de la me-
moria omitimos la demostración de las propiedades conocidas que se van a utilizar,
indicando, dentro de lo posible, su origen. En este caṕıtulo hacemos en primer lugar
un breve resumen de la teoŕıa de sistemas ortonormales, incluido un catálogo de
algunos sistemas concretos y sus propiedades más relevantes. En un segundo apar-
tado, se presenta la definición y algunas propiedades elementales de los espacios
Lp,r de Lorentz, fundamentalmente los teoremas de interpolación de operadores
de tipo fuerte, débil y débil restringido. Para terminar, se describen las clases de
pesos Ap de Muckenhoupt y su relación con la acotación del operador maximal de
Hardy-Littlewood y la transformada de Hilbert. Consideramos el caso particular
de los pesos radiales, con las caracterizaciones obtenidas por Varona ([V]) acerca
de la pertenencia a una clase Ap, y presentamos en esquema cómo se aplica esta
teoŕıa al estudio de la convergencia en media de la serie de Fourier.

En el caṕıtulo II se trata la acotación débil de la serie de Fourier. Encontramos
condiciones necesarias para dicha acotación para sistemas bastante generales de
polinomios ortonormales. En el segundo apartado, aplicamos estos resultados a la
serie de Fourier-Jacobi y estudiamos también la acotación débil restringida (que
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equivale a la acotación Lp,1 −→ Lp,∞). El estudio de la convergencia débil se analiza
asimismo para las series de Bessel.

El caṕıtulo III se dedica a la convergencia en media para sistemas de polinomios
relativos a medidas que son suma de una medida dada y varias deltas de Dirac.
La motivación de este estudio reside en que la mayoŕıa de los resultados generales
sobre sistemas de polinomios ortonormales se demuestran imponiendo condiciones
sobre la parte absolutamente continua de la medida. Por otra parte, no hab́ıa
sido estudiada hasta ahora la convergencia de la serie de Fourier con respecto a
medidas no absolutamente continuas; el primer ejemplo que conocemos se debe a
Varona ([V]), que considera la medida (1−x)α(1+x)β dx+Mδ1(x)+Nδ−1(x). En
este caṕıtulo, obtenemos resultados que relacionan la convergencia de las series de
Fourier correspondientes a una medida y a su modificada por deltas de Dirac.

El último caṕıtulo se aparta de los dos anteriores, ya que en él se hace un
estudio de la convergencia en casi todo punto de la serie de Fourier. Por ello,
incluimos una primera parte de introducción espećıfica a este tema. Tras ello,
generalizamos un teorema de Gilbert ([G]) utilizando la teoŕıa de pesos Ap, lo que
nos permite plantear condiciones que garantizan la acotación del operador maximal
de las sumas parciales de la serie de Fourier y, por lo tanto, la convergencia en casi
todo punto de la serie. Para terminar, se establecen condiciones necesarias para
la convergencia en casi todo punto, similares a las obtenidas para la convergencia
débil en el caṕıtulo II y, por Máté, Nevai y Totik ([MNT 1]), para la convergencia
en media.
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CAPÍTULO I

Preliminares

§1. Sistemas ortonormales

Sea un espacio de medida (Ω,M, µ), con µ una medida positiva y σ-finita
(todas las medidas que consideremos serán positivas y σ-finitas, aunque no lo
digamos expresamente). Dado p ∈ [1,∞), denotaremos por Lp(Ω, µ) o Lp(µ), como
es habitual, al espacio de las funciones reales µ-medibles f tales que

‖f‖Lp(µ) =

(∫
Ω

|f |p dµ

)1/p

< ∞.

Denotaremos por L∞(Ω, µ) o L∞(µ) al espacio de las funciones reales µ-medibles
f esencialmente acotadas y escribiremos

‖f‖L∞(µ) = sup esn
x∈Ω

|f(x)|.

Con esta definición, ‖ ‖Lp(µ) es una norma y Lp(µ) es un espacio de Banach,
1 ≤ p ≤ ∞.

Dado p ∈ [1,∞], llamaremos de ahora en adelante q al exponente conjugado de
p, es decir, al número q tal que 1/p + 1/q = 1, admitiendo que para p = 1 se tiene
q = ∞ y viceversa. Es conocida entonces la desigualdad de Hölder: si f ∈ Lp(µ) y
g ∈ Lq(µ), ∣∣∣∣∫

Ω

fg dµ

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖Lp(µ)‖g‖Lq(µ).

Si 1 ≤ p < ∞, Lq(µ) es el espacio dual de Lp(µ). Se tiene:

‖f‖Lp(µ) = sup

{∣∣∣∣∫
Ω

fg dµ

∣∣∣∣ ; ‖g‖Lq(µ) = 1

}
.

A partir de ahora, supondremos siempre 1 < p < ∞, a menos que indiquemos lo
contrario. De todos estos espacios, L2(µ) resulta ser un espacio de Hilbert, con el
producto 〈f, g〉 =

∫
Ω

fg dµ. Por lo tanto, podemos considerar en L2(µ) sistemas
ortonormales {φn}n≥0, es decir, tales que∫

Ω

φnφm dµ = δn,m ∀n, m ≥ 0.

A cada f ∈ L2(µ) podemos asociarle sus coeficientes de Fourier con respecto a
{φn},

ck(f) =

∫
Ω

fφk dµ

1
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y, formalmente, su serie de Fourier:

∞∑
k=0

ck(f)φk.

Tomemos las sumas parciales de la serie de Fourier con respecto al sistema {φn},
que podemos expresar de la siguiente manera:

Snf(x) =
n∑

k=0

ck(f)φk(x) =

∫
Ω

f(y)Kn(x, y) dµ(y),

donde Kn(x, y) =
∑n

k=0 φk(x)φk(y). Llamaremos núcleos asociados a {φn} a las
funciones Kn(x, y), n ≥ 0.

Si el sistema {φn} es completo en L2(µ) (es decir, su clausura lineal es densa),
entonces las sumas parciales Snf de la serie de Fourier de cualquier función f ∈
L2(µ) convergen a f :

ĺım
n→∞

‖Snf − f‖L2(µ) = 0.

Además, Snf es la combinación lineal de {φ1, . . . , φn} que mejor aproxima a f .
Por otra parte, ‖Snf‖L2(µ) ≤ ‖f‖L2(µ). Es decir, los operadores

Sn : L2(µ) −→ L2(µ)

f −→ Snf

están uniformemente acotados (y ‖Sn‖ ≤ 1 ∀n).
A la vista de lo que sucede en L2(µ), podemos preguntarnos si el comporta-

miento de las sumas parciales Sn es el mismo en cualquier Lp(µ). Concretamente:

¿∀f ∈ Lp(µ), Snf −→ f en Lp(µ)?

¿los operadores Sn : Lp(µ) −→ Lp(µ) están uniformemente acotados?
Un requisito previo que debe cumplir el sistema {φn} para que exista Snf y

esté en Lp(µ) para toda f ∈ Lp(µ) es:

(1.1) φn ∈ Lp(µ) ∩ Lq(µ) ∀n ≥ 0.

Si además {φn} es completo en Lp(µ), las dos preguntas anteriores son una misma.
Por su sencillez, damos la demostración de este resultado clásico:

Teorema 1.1. Sea {φn} un sistema ortonormal y completo en L2(µ), 1 < p < ∞,
1/p + 1/q = 1, φn ∈ Lp(µ) ∩ Lq(µ) ∀n ≥ 0. Entonces:

Snf −→ f en Lp(µ), ∀f ∈ Lp(µ) ⇔
⇔ ∃C > 0 tal que ‖Snf‖Lp(µ) ≤ C‖f‖Lp(µ) ∀f ∈ Lp(µ), ∀n ≥ 0.
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Demostración:
⇒) Sea f ∈ Lp(µ). Entonces, ∃Cf tal que ‖Snf‖Lp(µ) ≤ Cf ∀n ≥ 0. Por el
principio de acotación uniforme (teorema de Banach-Steinhaus), ∃C > 0 tal que
‖Snf‖Lp(µ) ≤ C‖f‖Lp(µ) ∀f ∈ Lp(µ), ∀n ≥ 0.
⇐) Si φ es una combinación lineal de {φn}, es inmediato observar que Snφ = φ
para n suficientemente grande, con lo que

‖Snf − f‖Lp(µ) = ‖Sn(f − φ)− (f − φ)‖Lp(µ) ≤
≤ ‖Sn(f − φ)‖Lp(µ) + ‖f − φ‖Lp(µ) ≤ (C + 1)‖f − φ‖Lp(µ).

Fijado ε > 0, basta tomar φ tal que ‖f − φ‖Lp(µ) < ε/(C + 1) y existe n0 ∈ N tal
que ‖Snf − f‖Lp(µ) < ε ∀n ≥ n0.

Notas:

a) De ahora en adelante indicaremos con C una constante, pero posiblemente
distinta cada vez que aparezca.

b) Frecuentemente, escribiremos sólo ‖Snf‖Lp(µ) ≤ C‖f‖Lp(µ) para indicar que
∀f ∈ Lp(µ) ∃Snf ∈ Lp(µ) y ‖Snf‖Lp(µ) ≤ C‖f‖Lp(µ) ∀n ≥ 0, con una
constante C independiente de f y de n.

En virtud del teorema 1.1, hablaremos indistintamente de acotación o de con-
vergencia en media de la serie de Fourier. Un segundo avance en el estudio de esta
acotación es el siguiente:

Teorema 1.2.

a) Si 1 ≤ r < s ≤ ∞ y existe C > 0 tal que

‖Snf‖Lp(µ) ≤ C‖f‖Lp(µ) ∀f ∈ Lp(µ), ∀n ≥ 0,

con p = r, s, entonces también se verifica la desigualdad con p ∈ (r, s).

b) Si 1 < p < ∞ y 1/p + 1/q = 1, entonces:

∃C > 0 tal que ‖Snf‖Lp(µ) ≤ C‖f‖Lp(µ) ∀f ∈ Lp(µ), ∀n ≥ 0 ⇔
⇔ ∃C > 0 tal que ‖Snf‖Lq(µ) ≤ C‖f‖Lq(µ) ∀f ∈ Lq(µ), ∀n ≥ 0.

La parte a) es consecuencia de la teoŕıa de interpolación de operadores (véase
[SW], caṕıtulo V). La parte b) se debe a que Sn es un operador autoadjunto, por
lo que está acotado en Lp(µ) si y sólo si lo está en Lq(µ), y tiene la misma norma
en ambos espacios.
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Según el teorema anterior, el conjunto de los p para los cuales las sumas par-
ciales de la serie de Fourier están uniformemente acotadas es un intervalo. Le
llamaremos intervalo de convergencia en media. Además, los extremos del interva-
lo son exponentes conjugados. En el caso general, poco más se puede decir sobre él.
Los avances en esta dirección han sido generalmente acerca de sistemas concretos,
algunos de los cuales veremos más adelante.

Sea µ una medida y {φn} un sistema ortonormal con respecto a µ. Si w es
una función µ-medible, entonces {wφn} es un sistema ortonormal con respecto a
w−2 dµ: ∫

Ω

(wφn)(wφm)w−2 dµ =

∫
Ω

φnφm dµ = δn,m.

Sean Sn y S ′
n los operadores sumas parciales con respecto a {φn} y {wφn}, respec-

tivamente. Entonces,

S ′
nf =

n∑
k=0

(∫
Ω

fwφkw
−2 dµ

)
wφk = w

n∑
k=0

(∫
Ω

w−1fφk dµ

)
φk = wSn(w−1f).

De esta fórmula se deduce la siguiente relación entre la acotación de Sn y la de S ′
n:

‖S ′
nf‖Lp(w−2 dµ) ≤ C‖f‖Lp(w−2 dµ) ∀f ∈ Lp(w−2 dµ) ⇔

⇔ ‖wSn(w−1f)‖Lp(w−2 dµ) ≤ C‖f‖Lp(w−2 dµ) ∀f ∈ Lp(w−2 dµ) ⇔
⇔ ‖Sn(w−1f)‖Lp(wp−2 dµ) ≤ C‖w−1f‖Lp(wp−2 dµ) ∀f ∈ Lp(w−2 dµ) ⇔

⇔ ‖Sng‖Lp(wp−2 dµ) ≤ C‖g‖Lp(wp−2 dµ) ∀g ∈ Lp(wp−2 dµ),

este último paso haciendo el cambio de notación g = w−1f . Esto nos lleva a estudiar
acotaciones de las sumas parciales de la serie de Fourier con pesos (funciones
medibles y no negativas); es decir, del tipo:

‖Snf‖Lp(up dµ) ≤ C‖f‖Lp(up dµ)

(escribimos up en lugar de u por conveniencia, como veremos en seguida). Otra
razón para estudiar esta clase de acotaciones es la posibilidad de ampliar con ello
el intervalo de convergencia en media, o sea, el intervalo de p para los cuales existe
C > 0 tal que se verifica la anterior desigualdad. Con más generalidad, podemos
estudiar acotaciones con dos pesos:

(1.2) ‖Snf‖Lp(up dµ) ≤ C‖f‖Lp(vp dµ) ∀f ∈ Lp(vp dµ), ∀n ≥ 0.

Haciendo g = vf , se ve que esto equivale a:

‖uSn(v−1g)‖Lp(dµ) ≤ C‖g‖Lp(dµ) ∀g ∈ Lp(dµ), ∀n ≥ 0;
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de nuevo, por teoŕıa de interpolación, el conjunto de p para los cuales esta desigual-
dad se verifica es un intervalo, aunque ahora sus extremos no tienen por qué ser
conjugados, como en el teorema 1.2.

La condición que deben cumplir los pesos u y v para que esté definida Snf y
esté en Lp(up dµ) para toda f ∈ Lp(vp dµ) y ∀n ≥ 0 es

φn ∈ Lp(up dµ) ∩ Lq(v−q dµ) ∀n ≥ 0,

que generaliza (1.1). Podemos preguntarnos si también ahora la acotación (1.2)
equivale a la convergencia en media, es decir, a

Snf −→ f en Lp(up dµ) ∀f ∈ Lp(vp dµ).

Necesitamos para ello que Lp(vp dµ) esté contenido en Lp(up dµ); esto se cumple
si u ≤ Cv µ-a.e. para alguna constante C > 0. Con esta condición adicional, el
teorema 1.1 sigue siendo válido y su demostración es análoga:

Teorema 1.3. Sea {φn} un sistema ortonormal en L2(dµ), 1 < p < ∞, 1/p+1/q =
1. Sean u y v dos pesos tales que u ≤ Cv µ-a.e. para alguna constante C positiva, la
clausura lineal de {φn} es densa en Lp(vp dµ) y ∀f ∈ Lp(vp dµ) ∃Snf ∈ Lp(up dµ).
Entonces:

Snf −→ f en Lp(up dµ), ∀f ∈ Lp(vp dµ) ⇔
⇔ ∃C > 0 tal que ‖Snf‖Lp(up dµ) ≤ C‖f‖Lp(vp dµ) ∀f ∈ Lp(vp dµ), ∀n ≥ 0.

También para la acotación (1.2) la condición u ≤ Cv parece bastante natural
y en algún caso se puede ver su necesidad, como demostramos a continuación:

Teorema 1.4. Sea {φn} un sistema ortonormal en L2(dµ), 1 < p < ∞, 1/p +
1/q = 1. Sea u un peso tal que la clausura lineal de {φn} es densa en Lp(up dµ).
Supongamos que ∀f ∈ Lp(up dµ) ∃Snf ∈ Lp(up dµ) y existe una constante C tal
que ‖Snf‖Lp(up dµ) ≤ C‖f‖Lp(up dµ) ∀f ∈ Lp(up dµ), ∀n ≥ 0.
Si v es otro peso y existe una constante C tal que

‖Snf‖Lp(up dµ) ≤ C‖f‖Lp(vp dµ) ∀f ∈ Lp(vp dµ), ∀n ≥ 0,

entonces existe C > 0 tal que u ≤ Cv µ-a.e.

Demostración:
Según el teorema 1.3, ‖Snf‖Lp(up dµ) −→ ‖f‖Lp(up dµ) ∀f ∈ Lp(up dµ).
Supongamos que no existe ninguna constante C tal que u ≤ Cv µ-a.e. Vamos a
hallar una sucesión de funciones {fk}k≥0 tal que

‖fk‖Lp(vp dµ) ≤ C,
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pero
sup

k
‖fk‖Lp(up dµ) = +∞.

Si conseguimos esto, tendremos: por una parte,

‖Snfk‖Lp(up dµ) ≤ C‖fk‖Lp(vp dµ) ≤ C ∀n, k.

y por otra, ∀k ≥ 0,
‖Snfk‖Lp(up dµ) −→ ‖fk‖Lp(up dµ),

luego
sup
n,k

‖Snfk‖Lp(up dµ) = +∞,

con lo que habremos llegado a una contradicción y el teorema estará probado.
Sea, para cada k ≥ 0, Ak = {x; u(x) ≥ kv(x)}; entonces,

‖χAk
‖Lp(up dµ) > 0,

ya que de lo contrario seŕıa u ≡ 0 µ-a.e. en Ak y u ≤ kv µ-a.e. Podemos suponer
también ‖χAk

‖Lp(up dµ) < ∞, porque si no es aśı tomamos un subconjunto de Ak

que cumpla estas dos condiciones (la medida, como siempre, es σ-finita). Definamos

fk =
k

‖χAk
‖Lp(up dµ)

χAk
.

Está claro que ‖fk‖Lp(up dµ) = k. Y como v ≤ k−1u en Ak, se tiene:

‖fk‖Lp(vp dµ) =
k

‖χAk
‖Lp(up dµ)

‖χAk
‖Lp(vp dµ) ≤ 1 ∀k ≥ 0.

Esta es la sucesión de funciones que buscamos, con lo que el teorema está probado.

Para una situación general, Newman y Rudin ([NR]) demostraron la siguiente
condición necesaria para la acotación en media:

Teorema 1.5. Sean {φn} un sistema ortonormal en L2(µ), 1 < p < ∞, u y v dos
pesos. Si para cada f ∈ Lp(vp dµ) existen las sumas parciales Snf de la serie de
Fourier de f con respecto a {φn} y

‖Snf‖Lp(up dµ) ≤ C‖f‖Lp(vp dµ)

entonces
‖φn‖Lp(up dµ)‖φn‖Lq(v−q dµ) ≤ C.

A continuación veremos una clase particular de sistemas ortonormales: la de
los sistemas formados por polinomios. La mayor parte de los resultados que vamos
a exponer pueden consultarse en [Sz 2], por ejemplo.
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SISTEMAS DE POLINOMIOS ORTOGONALES

A partir de ahora, todas las medidas que consideremos serán, además de po-
sitivas y σ-finitas, medidas de Borel sobre R y con soporte infinito. Llamaremos
sop dµ a su soporte y µ′ a su parte absolutamente continua. Si µ es una medida
tal y para cada n ≥ 0 existen los momentos∫

R
xn dµ(x) ∈ R,

es conocido que existe un único sistema ortonormal {Pn} tal que para cada n ≥ 0,
Pn es un polinomio de grado n y coeficiente director positivo. Además, si el soporte
de µ está acotado, del teorema de Weierstrass se sigue que la familia {Pn} es
completa en L2(µ). Como veremos más adelante, la mayoŕıa de los sistemas clásicos
de polinomios se definen de manera que los Pn no están normalizados; es decir:∫

R
PnPm dµ = hnδn,m.

Si esto es aśı, el sistema ortonormal es {h−1/2
n Pn}.

Si {Pn} es un sistema ortonormal de polinomios, denotaremos por kn al coefi-
ciente director de Pn. Una consecuencia inmediata es:

Proposición 1.6. Si Rn(x) = rnx
n +rn−1x

n−1 + · · ·+r0 es un polinomio, entonces∫
R

PnRn dµ =
rn

kn

.

En particular,
∫

R PnR dµ = 0 si R es un polinomio de grado menor que n.

Es conocido que la sucesión {Pn} verifica una relación de recurrencia:

(1.3) xPn(x) = an+1Pn+1(x) + bnPn(x) + anPn−1(x),

lo que se deduce de poner xPn(x) como combinación lineal de {P1, . . . , Pn+1} y
aplicar la ortonormalidad de {Pn}. En particular, de la proposición anterior se
deduce:

an =

∫
R

xPn(x)Pn−1(x) dµ(x), bn =

∫
R

xPn(x)2 dµ(x).

Si µ es una medida par, entonces se tiene bn = 0. Esta es una manera de demostrar
la siguiente propiedad:

Proposición 1.7. Si µ es una medida par, los polinomios P2n son pares y los
polinomios P2n+1 son impares.

Sobre los coeficientes {an} y {bn} de la relación de recurrencia se conoce su
comportamiento, bajo ciertas condiciones ([R 1], pág. 212, o [MNT 2], teorema 10):
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Teorema 1.8. Si sop dµ = [−1, 1] y µ′ > 0 en casi todo punto de [−1, 1], entonces
ĺımn→∞ an = 1/2 y ĺımn→∞ bn = 0.

Si el sistema {Pn} es un sistema de polinomios, también la sucesión {Kn(x, y)}
de los núcleos está formada por polinomios. Una caracterización que se prueba
fácilmente es:

Proposición 1.9. Sea n ≥ 0, y ∈ R. Entonces, para todo polinomio R de grado
menor o igual que n se cumple∫

R
Kn(x, y)R(x) dµ(x) = R(y).

Además, Kn(x, y) es el único polinomio de grado n que verifica esta propiedad.

Puesto que las sumas parciales de la serie de Fourier vienen dadas por

Snf(x) =

∫
R

Kn(x, y)f(y) dµ(y),

es importante encontrar expresiones para Kn(x, y) distintas de la poco manejable
Kn(x, y) =

∑n
k=0 Pn(x)Pn(y). A partir de la relación de recurrencia (1.3) no es

dif́ıcil demostrar, por inducción, la fórmula de Christoffel-Darboux:

Kn(x, y) =
kn

kn+1

Pn+1(x)Pn(y)− Pn(x)Pn+1(y)

x− y
.

Sin embargo, esta fórmula tampoco es útil, en muchas ocasiones. En 1948, Pollard
(véase [P 1]) demostró la siguiente descomposición para medidas µ con soporte en
[−1, 1]:

Kn(x, t) = rnT1(n, x, t) + snT2(n, x, t) + snT3(n, x, t)

con

T1(n, x, t) = Pn+1(x)Pn+1(t),

T2(n, x, t) = (1− t2)
Pn+1(x)Qn(t)

x− t

y

T3(n, x, t) = T2(n, t, x) = (1− x2)
Pn+1(t)Qn(x)

t− x
,

donde {Qn} son los polinomios ortonormales con respecto a (1− x2) dµ.
Además, si sop dµ = [−1, 1] y µ′ > 0 en casi todo punto, entonces se tiene:

ĺımn→∞ rn = −1/2, ĺımn→∞ sn = 1/2 (véase [V], lema 3.1). Debido a esta des-
composición, es fundamental conocer estimaciones de los polinomios {Pn} (y de
los {Qn}). A este respecto, merece destacarse el siguiente resultado, probado por
Máté, Nevai y Totik ([MNT 1]):
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Lema 1.10. Sea sop dµ = [−1, 1] y µ′ > 0 en casi todo punto de [−1, 1]. Dados
un número real c y un entero no negativo n, sea

Bc,n(dµ) = {x ∈ (−1, 1); Pn(x)2µ′(x)(1− x2)1/2 ≥ c}.

Entonces, para cada c > 2/π, ĺımn→∞ |Bc,n(dµ)| = 0, donde |E| denota la medida
de Lebesgue del conjunto E.

Además de esta acotación superior para los polinomios, en el mismo trabajo
([MNT 1], teorema 2) se demuestra una acotación inferior para sus normas, que
podemos formular de la siguiente manera:

Teorema 1.11. Sea dµ una medida sobre [−1, 1] y µ′ > 0 en casi todo punto. Sea
0 < p ≤ ∞. Existe una constante C tal que, si g es una función medible Lebesgue
en [−1, 1], entonces:

‖µ′(x)−1/2(1− x2)−1/4g(x)‖Lp(dx) ≤ C lim
n→∞

‖Png‖Lp(dx).

En particular, si limn→∞ ‖Png‖Lp(dx) = 0, entonces g = 0 en casi todo punto.

A partir de este teorema y del teorema 1.5, se obtienen las siguientes condiciones
necesarias para la convergencia en media de la serie de Fourier:

Teorema 1.12. Sea dµ una medida sobre [−1, 1], µ′ > 0 en casi todo punto y
{Pn} sus polinomios ortonormales. Sean u y v dos pesos y 1 < p < ∞. Si para
cada f ∈ Lp(vp dµ) existen las sumas parciales Snf de la serie de Fourier de f con
respecto a {Pn} y

‖Snf‖Lp(up dµ) ≤ C‖f‖Lp(vp dµ),

entonces:

u ∈ Lp(dµ),

v−1 ∈ Lq(dµ),

µ′(x)−1/2(1− x2)−1/4u(x) ∈ Lp(µ′),

µ′(x)−1/2(1− x2)−1/4v(x)−1 ∈ Lq(µ′).

Vamos a describir ahora algunos de los sistemas ortogonales más comunes.
De cada uno de ellos exponemos brevemente algunas propiedades que nos serán
útiles (principalmente, acotaciones de las funciones que lo componen), aśı como
resultados sobre convergencia en media de la serie de Fourier.
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ALGUNOS SISTEMAS ORTOGONALES

Polinomios de Jacobi.

Sean α, β > −1 y dµ(x) = (1 − x)α(1 + x)β dx sobre el intervalo [−1, 1]. Los
polinomios de Jacobi {Pα,β

n } son ortogonales con respecto a dµ. De acuerdo con
su definición clásica, no están normalizados, sino que∫ 1

−1

Pα,β
n Pα,β

m dµ = hα,β
n δn,m,

con

hα,β
n =

2α+β+1Γ(n + α + 1)Γ(n + β + 1)

(2n + α + β + 1)Γ(n + 1)Γ(n + α + β + 1)
.

Por lo tanto, {(hα,β
n )−1/2Pα,β

n } es el sistema de polinomios ortonormales con res-
pecto a dµ. Por tratarse de una medida finita sobre un intervalo compacto, los
polinomios son densos en L2(dµ) y el sistema es completo.

A partir de estimaciones conocidas (véase [Sz 2], caṕıtulo VIII), Muckenhoupt
demostró ([Mu 1]) que existe una constante positiva C tal que ∀n ∈ N, ∀x ∈ [−1, 1],

(1.4)
∣∣(hα,β

n )−1/2Pα,β
n (x)

∣∣ ≤ C(1− x + n−2)−(2α+1)/4(1 + x + n−2)−(2β+1)/4.

Cuando α, β ≥ −1/2, de esta se deduce otra acotación global (independiente de
n): ∣∣(hα,β

n )−1/2Pα,β
n (x)

∣∣ ≤ Cµ′(x)−1/2(1− x2)−1/4;

en este caso, con la notación del lema 1.10 resulta Bc,n(dµ) = ∅. Es fácil ver que
en el caso general α, β > −1, |Bc,n(dµ)| ≤ n−2.

Basándose en esta cota, Muckenhoupt obtuvo en 1969 ([Mu 1]) el siguiente
resultado:

Teorema 1.13. Sean α, β > −1, dµ(x) = (1 − x)α(1 + x)β dx sobre el intervalo
[−1, 1] y {Sn} las sumas parciales de la serie de Fourier relativa a los polinomios
ortonormales con respecto a dµ. Sea 1 < p < ∞ y

u(x) = (1− x)a(1 + x)b.

Entonces, existe una constante positiva C tal que

‖Snf‖Lp(up dµ) ≤ C‖f‖Lp(up dµ) ∀f ∈ Lp(up dµ), ∀n ≥ 0

si y sólo si se cumplen las desigualdades:

(1.5) a + (α + 1)(
1

p
− 1

2
) <

1

4
, b + (β + 1)(

1

p
− 1

2
) <

1

4



Sistemas ortonormales 11

(1.6) a + (α + 1)(
1

p
− 1

2
) <

α + 1

2
, b + (β + 1)(

1

p
− 1

2
) <

β + 1

2

(1.7) a + (α + 1)(
1

p
− 1

2
) > −1

4
, b + (β + 1)(

1

p
− 1

2
) > −1

4

(1.8) a + (α + 1)(
1

p
− 1

2
) > −α + 1

2
, b + (β + 1)(

1

p
− 1

2
) > −β + 1

2

Para el caso α, β ≥ −1/2 y a = b = 0, Pollard hab́ıa demostrado en 1948
([P 1]) que (1.5),. . . , (1.8) implican la convergencia en media. En 1952, Newman y
Rudin ([NR]) probaron que esas condiciones son necesarias para la convergencia.
Finalmente, Muckenhoupt extendió el resultado al caso general en el trabajo citado.

Polinomios de Jacobi generalizados.

Por un peso de Jacobi generalizado se entiende (véase, por ejemplo, [B] o [Nv],
pág. 169) un peso w sobre [−1, 1] de la forma:

w(x) = h(x)(1− x)α(1 + x)β

N∏
i=1

|x− ti|γi , x ∈ [−1, 1],

donde:

a) α, β, γi > −1, ti ∈ (−1, 1), ti 6= tj ∀i 6= j;

b) h es una función continua y positiva en [−1, 1] y ω(h, δ)δ−1 ∈ L1(0, 2), siendo
ω(h, δ) el módulo de continuidad de h.

Llamaremos polinomios de Jacobi generalizados al sistema ortonormal de po-
linomios {Pn} asociado a dµ = w(x) dx. Los polinomios de Jacobi son un caso
particular, con γi = 0 ∀i, h ≡ 1. Como en el caso de los polinomios de Jacobi,
{Pn} es un sistema completo en L2(dµ), por ser [−1, 1] compacto y dµ finita.

Los polinomios {Pn} satisfacen la acotación (véase [B]):

(1.9) |Pn(x)| ≤ C(1−x+n−2)−(2α+1)/4(1+x+n−2)−(2β+1)/4

N∏
i=1

(|x−ti|+n−1)−γi/2,

donde n ∈ N, x ∈ [−1, 1] y C no depende de n ni de x.
Para la sucesión {Kn(x, y)} de los núcleos existen también estimaciones, una

de las cuales es la que a continuación vemos. Antes necesitamos alguna notación,
que nos será útil en toda esta memoria:
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Notación: dadas dos funciones f, g : Rk −→ R y un subconjunto D de Rk,
diremos que f ∼ g en D si existen dos constantes K1, K2 > 0 tales que ∀x ∈ D,
K1f(x) ≤ g(x) ≤ K2f(x).

Con este convenio, se tiene la siguiente estimación ([Nv], pág. 120 y pág. 4):

(1.10) Kn(x, x) ∼ n(1−x+n−2)−(2α+1)/2(1+x+n−2)−(2β+1)/2

N∏
i=1

(|x−ti|+n−1)−γi

para x ∈ [−1, 1] y n ∈ N.
La acotación uniforme de los operadores Sn ha sido estudiada por Badkov ([B])

y Varona ([V]). El primero consideró el caso de un solo peso:

‖Snf‖Lp(up dµ) ≤ C‖f‖Lp(up dµ)

donde u(x) = (1−x)a(1+x)b
∏N

i=1 |x− ti|gi . Su método se basa en estimar directa-
mente los núcleos Kn(x, y). Además de esta acotación (y, por lo tanto, convergencia
en media), Badkov analizó también la convergencia en casi todo punto de la serie
de Fourier.

La acotación con dos pesos ‖Snf‖Lp(up dµ) ≤ C‖f‖Lp(vp dµ), donde

u(x) = (1− x)a(1 + x)b

N∏
i=1

|x− ti|gi

y

v(x) = (1− x)A(1 + x)B

N∏
i=1

|x− ti|Gi ,

ha sido estudiada por Varona ([V], corolario 3.11) en el caso γi ≥ 0 ∀i, siguiendo
otro método totalmente distinto, consistente en el uso de la teoŕıa de pesos Ap, que
comentaremos más adelante. El resultado completo puede enunciarse como sigue:

Teorema 1.14. Sean w(x) = h(x)(1−x)α(1+x)β
∏N

i=1 |x− ti|γi un peso de Jacobi
generalizado, dµ(x) = w(x) dx sobre [−1, 1], 1 < p < ∞,

u(x) = (1− x)a(1 + x)b

N∏
i=1

|x− ti|gi

y

v(x) = (1− x)A(1 + x)B

N∏
i=1

|x− ti|Gi .
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Si se cumplen las desigualdades

(1.11) A+(α+1)(1
p
− 1

2
) < 1

4
; B+(β+1)(1

p
− 1

2
) < 1

4
; Gi+(γi+1)(1

p
− 1

2
) < 1

2
∀i;

(1.12)
A+(α+1)(1

p
− 1

2
) < α+1

2
; B+(β+1)(1

p
− 1

2
) < β+1

2
; Gi+(γi+1)(1

p
− 1

2
) < γi+1

2
∀i;

(1.13)
a+(α+1)(1

p
− 1

2
) > −1

4
; b+(β +1)(1

p
− 1

2
) > −1

4
; gi +(γi +1)(1

p
− 1

2
) > −1

2
∀i;

(1.14)
a+(α+1)(1

p
− 1

2
) > −α+1

2
; b+(β+1)(1

p
− 1

2
) > −β+1

2
; gi+(γi+1)(1

p
− 1

2
) > −γi+1

2
∀i;

(1.15) A ≤ a; B ≤ b; Gi ≤ gi ∀i;

entonces ∃C > 0 tal que

‖Snf‖Lp(up dµ) ≤ C‖f‖Lp(vp dµ) ∀f ∈ Lp(vp dµ), ∀n ∈ N.

Pero también el rećıproco es cierto:

Teorema 1.15. Con la misma notación, si ∃C > 0 tal que

‖Snf‖Lp(up dµ) ≤ C‖f‖Lp(vp dµ) ∀f ∈ Lp(vp dµ), ∀n ∈ N,

entonces se verifican las condiciones (1.11),. . . , (1.15).

Demostración:
Que las condiciones (1.11),. . . , (1.14) son necesarias se deduce del teorema 1.12,
como puede verse en [V] (corolario 3.13). Sólo falta probar que también debe
cumplirse (1.15): A ≤ a, B ≤ b, Gi ≤ gi ∀i.
Supongamos, por ejemplo, que a < A (en los demás casos, se procede de igual
manera). Las desigualdades (1.11),. . . , (1.14) pueden ponerse de esta manera:

A < (α + 1)(1/2− 1/p) + 1/4,

A < (α + 1)(1/2− 1/p) + (α + 1)/2,

(α + 1)(1/2− 1/p)− 1/4 < a,

(α + 1)(1/2− 1/p)− (α + 1)/2 < a

y sus análogas con β y γi. Si definimos

mα = (α + 1)(1/2− 1/p)−mı́n{1/4, (α + 1)/2},
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Mα = (α + 1)(1/2− 1/p) + mı́n{1/4, (α + 1)/2},

mβ = (β + 1)(1/2− 1/p)−mı́n{1/4, (β + 1)/2},

Mβ = (β + 1)(1/2− 1/p) + mı́n{1/4, (β + 1)/2},

mi = (γi + 1)(1/2− 1/p)−mı́n{1/2, (γi + 1)/2},

Mi = (γi + 1)(1/2− 1/p) + mı́n{1/2, (γi + 1)/2},

entonces las condiciones (1.11),. . . , (1.14) son:

(1.16) A < Mα, mα < a

(1.17) B < Mβ, mβ < b

(1.18) Gi < Mi, mi < gi ∀i.

Es inmediato comprobar que mα < Mα, mβ < Mβ, mi < Mi. Si se tiene a < A,
entonces mα < a < A < Mα. Puesto que se cumplen (1.17) y (1.18), podemos

tomar b̃, g̃i tales que:

(1.19) mβ < b̃ < Mβ, mi < g̃i < Mi,

(1.19) B ≤ b̃, Gi ≤ g̃i.

Sea

ũ(x) = (1− x)a(1 + x)
eb N∏

i=1

|x− ti|egi .

Como
mα < a < Mα, mβ < b̃ < Mβ, mi < g̃i < Mi,

el peso ũ satisface las desigualdades (1.11),. . . , (1.15) correspondientes a él y, por
el teorema 1.14, existe una constante C > 0 tal que:

(1.21) ‖Snf‖Lp(eup dµ) ≤ C‖f‖Lp(eup dµ) ∀f ∈ Lp(ũp dµ), ∀n ∈ N.

La condición análoga a (1.14) para ũ significa que ũp dµ es una medida finita, por
lo que los polinomios son densos en Lp(ũp dµ). Pero además, por ser a < A, no
existe ninguna constante C positiva tal que ũ ≤ Cv. El teorema 1.4 garantiza
entonces que no existe ninguna constante C positiva tal que

(1.22) ‖Snf‖Lp(eup dµ) ≤ C‖f‖Lp(vp dµ) ∀f ∈ Lp(vp dµ), ∀n ∈ N.
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Sea ahora u0(x) = (1 − x)A(1 + x)
eb∏N

i=1 |x − ti|egi . El par (u0, v) cumple las con-
diciones análogas a (1.11),. . . , (1.15). Por el teorema 1.14, existe una constante C
tal que

(1.23) ‖Snf‖Lp(up
0 dµ) ≤ C‖f‖Lp(vp dµ) ∀f ∈ Lp(vp dµ), ∀n ∈ N.

Tomemos ε > 0 tal que ti ∈ (−1, 1− ε) ∀i. De esta manera, u0 ∼ ũ en (−1, 1− ε),
luego

‖Snf‖Lp((−1,1−ε),eup dµ) ≤ C‖f‖Lp(vp dµ) ∀f ∈ Lp(vp dµ), ∀n ∈ N.

Dado que la acotación (1.22) no se cumple para ninguna constante C, de esta
última se deduce que tampoco se cumple la siguiente:

‖Snf‖Lp([1−ε,1),eup dµ) ≤ C‖f‖Lp(vp dµ) ∀f ∈ Lp(vp dµ), ∀n ∈ N.

Ahora bien, en [1 − ε, 1) se tiene u ∼ ũ. Por lo tanto, no se puede cumplir la
acotación

‖Snf‖Lp([1−ε,1),up dµ) ≤ C‖f‖Lp(vp dµ) ∀f ∈ Lp(vp dµ), ∀n ∈ N.

Y esto contradice la hipótesis ‖Snf‖Lp(up dµ) ≤ C‖f‖Lp(vp dµ). Por lo tanto, se tiene
que verificar la condición (1.15), que es lo que teńıamos que demostrar.

Polinomios de Laguerre.

Los polinomios de Laguerre {Lα
n} de orden α son ortogonales con respecto a

la medida dµ(x) = e−xxα dx sobre [0, +∞), donde α > −1. De acuerdo con la
definición clásica, no están normalizados, sino que

Lα
n(0) =

Γ(n + α + 1)

n! Γ(α + 1)
;

∫ +∞

0

Lα
n(x)Lα

m(x)e−xxα dx =
Γ(n + α + 1)

n!
δn,m.

En este caso, el soporte de la medida no es compacto, con lo que no podemos
aplicar el teorema de Weierstrass que garantiza la densidad de los polinomios en
las funciones continuas y llegar aśı a que {Lα

n} es un sistema completo en L2(dµ).
Sin embargo, esto sigue siendo cierto (véase, por ejemplo, [Sz 2], teorema 5.7.1,
pág. 108).

Si hacemos Lα
n(x) =

(
Γ(n+α+1)

n!

)−1/2

Lα
n(x)e−x/2xα/2, entonces el sistema {Lα

n}
es ortonormal con respecto a la medida de Lebesgue en [0, +∞). Para este sistema
se tienen las siguientes acotaciones, obtenidas por Muckenhoupt ([Mu 3]) a partir
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de otras de Askey y Wainger ([AW]): existen constantes positivas C y γ tales que
∀n

0 ≤ x ≤ 1/σ ⇒ |Lα
n(x)| ≤ Cσα/2xα/2;

1/σ < x ≤ σ/2 ⇒ |Lα
n(x)| ≤ Cσ−1/4x−1/4;

σ/2 ≤ x ≤ 3σ/2 ⇒ |Lα
n(x)| ≤ Cσ−1/4(σ1/3 + |x− σ|)−1/4;

3σ/2 ≤ x ⇒ |Lα
n(x)| ≤ Ce−γx,

donde σ = 4n + 2α + 2.
La acotación en media de las sumas parciales de la serie de Fourier con respecto

a los polinomios de Laguerre (normalizados) fue estudiada por Muckenhoupt en
[Mu 2] y [Mu 3]. En el primero de estos trabajos demostró que no es posible la
acotación

‖uSnf‖Lp(dµ) ≤ C‖uf‖Lp(dµ) ∀f,∀n,

cuando 1 ≤ p ≤ 4/3 o 4 ≤ p ≤ ∞, para ningún peso u, a no ser que u sea cero
en casi todo punto; en realidad, demostró que ni siquiera el término general de la
serie puede estar acotado. En [Mu 3] se considera la acotación con dos pesos, u y
v, definidos de la siguiente manera (siendo w(x) = e−xxα ):

u(x) = w(x)1/2−1/p

(
x

1 + x

)a

(1 + x)b, ∀x > 0

v(x) = w(x)1/2−1/p

(
x

1 + x

)A

(1 + x)B(1 + log+ x)β, ∀x > 0

donde log+ x = máx{log x, 0} y

β =

{
1 si b = B y p = 4 ó 4/3,

0 en otro caso.

En esta situación, se tiene ‖uSnf‖Lp(dµ) ≤ C‖vf‖Lp(dµ) ∀f , ∀n si se cumplen las
condiciones:

(1.24) a > −1

p
+ máx{−α

2
,
1

4
};

(1.25) A < 1− 1

p
−máx{−α

2
,
1

4
};

(1.26) A ≤ a;
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(1.27)

{
b < 3

4
− 1

p
,

b ≤ 7
12
− 1

3p
;

(1.29)

{
B ≥ −1

4
− 1

3p
,

B > 1
4
− 1

p
;

(1.29)


b ≤ B + 1

2
− 2

3p
,

b ≤ B,

b ≤ B − 1
6

+ 2
3p

;

(1.30)
si en (1.29) se da alguna igualdad, entonces no se da en (1.27) ni en (1.28).

Además, todas las condiciones son necesarias, con la posible excepción de que
en (1.28) se tenga la igualdad B = 1

4
− 1

p
cuando p = 4 o p = 4/3 y b = B.

Observación: Muckenhoupt escribe las condiciones (1.27), (1.28) y (1.29) algo
distintas. Por ejemplo, en (1.27) escribe

b < 3/4− 1/p si 1 < p ≤ 4

y
b ≤ 7/12− 1/(3p) si 4 < p < ∞.

Pero es fácil ver que

3/4− 1/p ≤ 7/12− 1/(3p) ⇔ p ≤ 4,

con lo que podemos poner simplemente (1.27). Lo mismo sucede con (1.28) y (1.29).

Relacionadas con los polinomios de Laguerre, existen otras familias de poli-
nomios, que son los de Hermite generalizados. Son polinomios ortogonales con
respecto a la medida e−x2|x|2α dx sobre R, donde α > −1/2. Según su definición
clásica, se toman con coeficiente director 2n; no están normalizados. Satisfacen las
siguientes igualdades:

Hα
2m(x) = (−1)m22mm! Lα−1/2

m (x2)

Hα
2m+1(x) = (−1)m22m+1m! xLα+1/2

m (x2)

y a ellos nos referiremos más adelante. La convergencia en media de su serie de
Fourier ha sido estudiada por Varona ([V], caṕıtulo VI).
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Sistema de Bessel.

El último sistema ortogonal que vamos a describir es el de Bessel, que, a dife-
rencia de los anteriores, no está formado por polinomios.

Sea Jα la función de Bessel de orden α > −1. Un amplio estudio de estas
funciones es desarrollado en el libro de Watson ([W]), donde puede verse que,
fijada α > −1, Jα tiene un conjunto numerable de ceros en (0, +∞), todos ellos
simples y cuyo único punto de acumulación es +∞. Si {αn} es esta sucesión de
ceros, en orden creciente, entonces∫ 1

0

Jα(αnx)Jα(αmx)x dx =
Jα+1(αn)2

2
δn,m,

de donde las funciones jn(x) =
√

2
|Jα+1(αn)|Jα(αnx) forman un sistema ortonormal en

L2((0, 1), x dx), que además es completo.
Son conocidas las siguientes estimaciones asintóticas de las funciones de Bessel:

Jα(z) =
zα

2αΓ(α + 1)
+O(zα+2) cuando z −→ 0;

Jα(z) =

√
2

π
z−1/2 cos(z − απ

2
− π

4
) +O(z−3/2) cuando z −→∞.

En el caso α ≥ −1/2 se deduce inmediatamente una acotación global: |Jα(z)| ≤
Cz−1/2.

Además, puede probarse que

√
2

|Jα+1(αn)|
[παn]−1/2 n−→ 1.

Es decir:

(1.31) jn(x) = CnJα(αnx), con ĺım
n→∞

Cn[παn]−1/2 = 1.

La convergencia en media de la serie de Fourier con respecto al sistema de Bessel
(serie de Fourier-Bessel) ha sido estudiada por Wing ([Wi]) y Benedek y Panzone
(véase [BP 1], [BP 2]), quienes demostraron la siguiente descomposición de los
núcleos {Kn(x, y)} asociados a {jn}:

Kn(x, y) = Jα(Mnx)Jα+1(Mny)
Mn

2(y − x)
+

+Jα(Mny)Jα+1(Mnx)
Mn

2(x− y)
+
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+Jα(Mnx)Jα+1(Mny)
Mn

2(y + x)
+

+Jα(Mny)Jα+1(Mnx)
Mn

2(x + y)
+O(1)

(xy)−1/2

2− x− y
+O(1)(xy)α,

siendo Mn = (αn + αn+1)/2 y las O(1) uniformemente acotadas con respecto a n,
x e y.

Para este sistema existe un resultado similar al teorema 1.11 de Máté, Nevai y
Totik (que se refiere a sistemas de polinomios). Enunciaremos más adelante esta
propiedad, demostrada por Varona (véase [V], teorema 5.15). Basándose en ella y
en la teoŕıa de pesos Ap, Varona ([V], corolario 5.17) demostró:

Teorema 1.16. Sean α > −1, 1 < p < ∞ y los pesos

u(x) = xa(1− x)b

m∏
k=1

|x− xk|bk , v(x) = xA(1− x)B

m∏
k=1

|x− xk|Bk ,

con 0 < x1 < . . . < xm < 1, A ≤ a, B ≤ b, Bk ≤ bk. Entonces, existe una
constante positiva C tal que

‖Snf‖Lp(upx dx) ≤ C‖f‖Lp(vpx dx) ∀f ∈ Lp(vpx dx), ∀n ≥ 0

si y sólo si se cumplen las desigualdades:∣∣∣∣1p − 1

2
+

a

4
+

A

4

∣∣∣∣ < a− A

4
+ mı́n{1

4
,
α + 1

2
},

pb > −1, pB < p− 1, pbk > −1, pBk < p− 1 ∀k.



§2. Espacios de Lorentz

Sea dµ una medida y p, r ∈ [1,∞]. Diremos que un operador T es de tipo
(p, r)-fuerte (o de tipo (p, r) sólo) cuando T : Lp(dµ) −→ Lr(dµ) sea un operador
acotado.

Uno de los primeros resultados que hemos visto acerca de la serie de Fourier es
que el conjunto de los p para los cuales Sn es de tipo (p, p)-fuerte uniformemente
es un intervalo. Como hemos comentado, es una consecuencia inmediata de un
teorema de interpolación de M. Riesz (véase [Hu 1] y [SW], §V.2, para los resultados
que vamos a exponer en este apartado):

Teorema 1.17. Sea T un operador lineal de tipo (p0, r0) y (p1, r1), con normas
k0 y k1, respectivamente. Entonces T es de tipo (pt, rt) con norma kt ≤ k1−t

0 kt
1, si

t ∈ [0, 1] y
1

pt

=
1− t

p0

+
t

p1

y
1

rt

=
1− t

r0

+
t

r1

.

Este teorema admite una generalización a operadores de tipo (p, r)-débil. Como
es conocido, dada una medida dµ y 1 ≤ p < ∞, se define Lp

∗(dµ) como el espacio
de las funciones medibles tales que:

sup
y>0

ypµ({x; |f(x)| > y}) < ∞.

Se toma entonces

‖f‖Lp
∗(dµ) = sup

y>0
y [µ({x; |f(x)| > y})]1/p = sup

y>0
‖yχ{x;|f(x)|>y}‖Lp(dµ).

Un operador T se dice de tipo (p, r)-débil si T : Lp(dµ) −→ Lr
∗(dµ) está acotado,

es decir: si existe una constante C tal que:

‖Tf‖Lr
∗(dµ) ≤ C‖f‖Lp(dµ) ∀f ∈ Lp(dµ).

Observación: tal como se ha definido, ‖ ‖Lp
∗(dµ) no es una norma, ya que no se

cumple la desigualdad de Minkowski, sino sólo:

‖f + g‖Lp
∗(dµ) ≤ 2‖f‖Lp

∗(dµ) + 2‖g‖Lp
∗(dµ).

No obstante, puede definirse una norma equivalente a ‖ ‖Lp
∗(dµ). Por comodidad,

nos referiremos a ‖f‖Lp
∗(dµ) como la norma débil de f .

La generalización de la que hemos hablado es el siguiente teorema de interpo-
lación de Marcinkiewicz:

20
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Teorema 1.18. Si T es un operador subaditivo de tipo (p0, r0)-débil y (p1, r1)-débil,
con 1 ≤ pi ≤ ri ≤ ∞ y r0 6= r1, entonces T es de tipo (pt, rt)-fuerte, si t ∈ (0, 1) y

1

pt

=
1− t

p0

+
t

p1

y
1

rt

=
1− t

r0

+
t

r1

.

Además, en este teorema la norma (pt, rt)-fuerte se puede acotar por una cons-
tante que depende sólo de las dos normas débiles y de t. Como consecuencia, si las
sumas parciales Sn de la serie de Fourier con respecto a un sistema ortonormal son
uniformemente de tipo (p0, p0)-débil y (p1, p1)-débil, con 1 ≤ p0 < p1 ≤ ∞, enton-
ces son uniformemente de tipo (p, p)-fuerte para todo p ∈ (p0, p1). Por consiguiente,
sólo pueden ser uniformemente de tipo (p, p)-débil en los extremos del intervalo
de convergencia, aparte del intervalo mismo. Estudiaremos esta posibilidad en los
siguientes caṕıtulos.

Pero el teorema 1.18 puede extenderse a una clase más amplia de espacios: los
espacios de Lorentz, Lp,r, que vamos a describir a continuación.

Si µ es una medida y f es una función µ-medible, su función de distribución λ
se define para y ≥ 0 como λ(y) = µ({x; |f(x)| > y}). Entonces,

‖f‖Lp
∗(dµ) = sup

y>0
yλ(y)1/p.

Pues bien, si denotamos por f ∗ el reordenamiento no creciente de f , es decir:

f ∗(t) = ı́nf{s; λ(s) ≤ t} (t > 0),

f ∗ resulta tener la misma λ como función de distribución. Se cumple:

‖f‖Lp(dµ) = ‖f ∗‖Lp(R+,dt) (1 ≤ p ≤ ∞)

(omitiremos en adelante R+, por comodidad en la notación).
Además, puede verse que

sup
y>0

yλ(y)1/p = sup
t>0

t1/pf ∗(t).

Es decir:
‖f‖Lp

∗(dµ) = ‖t1/pf ∗(t)‖L∞(dt).

Si observamos que estas dos igualdades pueden ponerse de la siguiente manera:

‖f‖Lp(dµ) = ‖t1/pf ∗(t)‖Lp(t−1 dt),

‖f‖Lp
∗(dµ) = ‖t1/pf ∗(t)‖L∞(t−1 dt),
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resulta natural definir, para una función µ-medible f ,

‖f‖∗p,r =

(
r

p

∫ +∞

0

[t1/pf ∗(t)]r
dt

t

)1/r

si 1 ≤ p < ∞, 1 ≤ r < ∞ y

‖f‖∗p,∞ = sup
t>0

t1/pf ∗(t)

si 1 ≤ p ≤ ∞.

Observación 1.19: la constante r/p se introduce para lograr

‖χE‖∗p,r = {µ(E)}1/p = ‖χE‖Lp(dµ)

para todo r.

Definición 1.20. Se llama espacio de Lorentz a

Lp,r(dµ) = {f ; ‖f‖∗p,r < ∞}.

Según lo que acabamos de ver,

Lp,p(dµ) = Lp(dµ), ‖f‖∗p,p = ‖f‖Lp(dµ),

(1.32) Lp,∞(dµ) = Lp
∗(dµ), ‖f‖∗p,∞ = ‖f‖Lp

∗(dµ).

En general, ‖ ‖∗p,r no es una norma, porque no cumple la desigualdad de Minkowski,
como hemos comentado para ‖f‖Lp

∗(dµ). Pero también en este caso existe una norma
equivalente, ‖ ‖p,r. Dotados con esta norma, los espacios Lp,r(dµ) son espacios de
Banach, si 1 < p.

Los espacios de Lorentz están ordenados:

Teorema 1.21. Si r1 ≤ r2, entonces Lp,r1(dµ) ⊂ Lp,r2(dµ) y ‖f‖∗p,r2
≤ ‖f‖∗p,r1

.

De acuerdo con esto, si fijamos p, el menor de los espacios Lp,r(dµ) es Lp,1(dµ).
En los casos ĺımite en que los operadores Sn no estén acotados en Lp(dµ) =
Lp,p(dµ), podemos preguntarnos si lo estarán en Lp,1(dµ). El siguiente resultado
(caso particular del teorema 3.13, [SW]) afirma que para estudiar esta acotación,
basta fijarse en la acción de los operadores sobre las funciones caracteŕısticas:

Teorema 1.22. Sea T un operador lineal definido sobre las funciones caracteŕısti-
cas χE de conjuntos E de medida finita. Si existe una constante C tal que:

(1.33) ‖TχE‖Lp
∗(dµ) ≤ C‖χE‖∗p,1 = C‖χE‖Lp(dµ)

entonces existe otra constante C, que sólo depende de la anterior, tal que

‖Tf‖Lp
∗(dµ) ≤ C‖f‖∗p,1 ∀f ∈ Lp,1(dµ).

Como es evidente, el rećıproco es cierto.
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Diremos que un operador que cumple (1.33) es de tipo (p, p)-débil restringido
(se puede definir el tipo (p, r)-débil restringido, de manera obvia). Todo operador de
tipo (p, p)-débil es de tipo (p, p)-débil restringido. El teorema 1.18 de interpolación
de Marcinkiewicz sigue siendo válido con la hipótesis menos exigente del tipo débil
restringido. Lo enunciamos sólo para operadores de tipo (p, p):

Teorema 1.23. Sea T un operador subaditivo de tipo (p0, p0)-débil restringido y
(p1, p1)-débil restringido, con p0 < p1. Entonces, T es de tipo (p, p)-fuerte para
cada p ∈ (p0, p1). Además, existe una constante C que sólo depende de p y de las
normas (pi, pi)-débiles restringidas de T , tal que

‖Tf‖Lp(dµ) ≤ C‖f‖Lp(dµ).

En conclusión, la acotación débil restringida uniforme de los operadores Sn sólo
es posible en los extremos del intervalo de convergencia en media, aparte del propio
intervalo. Esto mismo sucede, como hemos visto antes, con la acotación débil. Algo
análogo se puede decir sobre la acotación con pesos de Sn.

Recordemos que la acotación débil restringida equivale a la acotación

Lp,1(dµ) → Lp,∞(dµ),

por el teorema 1.22 y (1.32). Como

Lp,1(dµ) ⊂ Lp,r(dµ) ⊂ Lp,∞(dµ)

∀r ∈ (1,∞), esto es lo máximo que podemos debilitar la acotación Lp(dµ) →
Lp(dµ).

En los siguientes caṕıtulos examinaremos la acotación débil y la débil restrin-
gida de algunos sistemas ortonormales.



§3. Teoŕıa de pesos Ap

En este apartado describiremos brevemente algunas propiedades de cierta clase
de pesos: los pesos Ap. Estos pesos caracterizan la acotación de dos operadores
que aparecerán frecuentemente en esta memoria: la transformada de Hilbert y la
maximal de Hardy-Littlewood, que definimos a continuación.

Definición 1.24. La transformada de Hilbert (en R) es el operador H que a cada
función medible f asocia la función

Hf(x) = v.p.

∫
R

f(y)

x− y
dy,

donde v.p. significa valor principal. A partir de ahora, no escribiremos v.p. de-
lante de la integral. Podemos definir igualmente la transformada de Hilbert sobre
un intervalo contenido en R; emplearemos fundamentalmente la transformada de
Hilbert sobre los intervalos (−1, 1) y (0, 1).

Definición 1.25. Se llama operador maximal de Hardy-Littlewood al operador
M que a cada función medible asocia la función

Mf(x) = sup
I

{
1

|I|

∫
I

|f(y)| dy; x ∈ I ⊆ R, I intervalo

}
.

También podemos definir la maximal de Hardy-Littlewood sobre un intervalo con-
tenido en R, tomando el supremo en los I contenidos en dicho intervalo.

Utilizaremos este operador en el caṕıtulo IV. En cuanto a la transformada de
Hilbert, se comprende su importancia en el estudio de la convergencia en media si
recordamos la descomposición de Pollard para medidas sobre el intervalo [−1, 1],
que hemos visto en la primera parte de este caṕıtulo:

Kn(x, t) = rnT1(n, x, t) + snT2(n, x, t) + snT3(n, x, t)

con
T1(n, x, t) = Pn+1(x)Pn+1(t),

T2(n, x, t) = (1− t2)
Pn+1(x)Qn(t)

x− t
y

T3(n, x, t) = T2(n, t, x) = (1− x2)
Pn+1(t)Qn(x)

t− x
.

Si descomponemos Sn en los tres operadores Wi,n dados por

Wi,nf(x) =

∫ 1

−1

f(t)Ti(n, x, t) dµ(t),

24
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entonces para i = 2, 3 resultan sendas transformadas de Hilbert; la acotación de
estos operadores se traduce en la acotación de la transformada de Hilbert sobre
el intervalo [−1, 1] con pesos distintos; y no sólo con pesos distintos, sino con
sucesiones {un, vn} de pesos. Es natural entonces preguntarse por los pesos para
los cuales se tiene

‖Hf‖Lp(up dµ) ≤ C‖f‖Lp(vp dµ).

La clase Ap de pesos es precisamente la que proporciona la respuesta más
satisfactoria a esta cuestión. Un estudio detallado de esta clase y de sus aplicaciones
puede verse en [GR].

Definición 1.26. Sean (a, b) un intervalo (−∞ ≤ a < b ≤ ∞) y 1 < p < ∞.
Diremos que un peso w pertenece a la clase Ap((a, b)) cuando exista una constante
positiva C tal que, para todo intervalo I ⊆ (a, b),(∫

I

w(x) dx

)(∫
I

w(x)−1/(p−1) dx

)p−1

≤ C|I|p.

A la menor constante C que verifica esta desigualdad la llamaremos constante Ap

del peso w.

Si hacemos 1/p + 1/q = 1, entonces p/q = p− 1 y la condición anterior puede
ponerse de esta manera:(∫

I

w(x) dx

)(∫
I

w(x)−q/p dx

)p/q

≤ C|I|p.

Es fácil comprobar entonces que w ∈ Ap((a, b)) ⇔ w−q/p ∈ Aq((a, b)). Otra con-
secuencia de la definición es que w y w−q/p deben ser localmente integrables. La
clase A1((a, b)) se define como la de los pesos w tales que, para alguna constante
C, Mw ≤ Cw en casi todo punto. Dos propiedades útiles son:

Teorema 1.27. Ap((a, b)) = ∪r<p Ar((a, b)).

Teorema 1.28. Sea w un peso en un intervalo (a, b). Entonces, w ∈ Ap((a, b))
⇔ ∃w1, w2 ∈ A1((a, b)) tales que w = w1w

1−p
2 .

Este último resultado es el llamado teorema de factorización de P. Jones (véase
[J], [CJR]).

El resultado fundamental para nuestros propósitos es este, demostrado por
Muckenhoupt ([Mu 4]) para la maximal de Hardy-Littlewood y por Hunt, Muc-
kenhoupt y Wheeden ([HMW]) para la transformada de Hilbert:

Teorema 1.29. Sea T uno de los operadores H o M y 1 < p < ∞. Son equiva-
lentes:



26 Preliminares

a) w ∈ Ap((a, b)).

b) el operador T : Lp((a, b), w) −→ Lp((a, b), w) está acotado.

c) el operador T : Lp((a, b), w) −→ Lp
∗((a, b), w) está acotado.

Además, las normas de T y la constante Ap de w dependen sólo unas de otras.

Para la acotación con dos pesos distintos tenemos que definir la clase Ap de
pares de pesos:

Definición 1.30. Sean (a, b) un intervalo (−∞ ≤ a < b ≤ ∞) y 1 < p < ∞.
Diremos que un par de pesos (u, v) pertenece a la clase Ap((a, b)) cuando exista
una constante positiva C tal que, para todo intervalo I ⊆ (a, b),(∫

I

u(x) dx

)(∫
I

v(x)−1/(p−1) dx

)p−1

≤ C|I|p.

A la menor constante C que verifica esta desigualdad la llamaremos constante Ap

del par (u, v).

La condición anterior puede ponerse de esta manera:(∫
I

u(x) dx

)(∫
I

v(x)−q/p dx

)p/q

≤ C|I|p.

Igual que para un solo peso, (u, v) ∈ Ap((a, b)) ⇔ (v−q/p, u−q/p) ∈ Aq((a, b)).
Asimismo, u y v−q/p deben ser localmente integrables. La clase A1((a, b)) se define
como la de los pares (u, v) tales que, para alguna constante C, Mu ≤ Cv en casi
todo punto. Se cumple la relación de contenido: si 1 < p < r < ∞, A1 ⊂ Ap ⊂ Ar.

Con pares de pesos Ap podemos establecer un teorema del tipo del 1.29, pero
considerablemente más débil, al menos para la transformada de Hilbert:

Teorema 1.31. Sea (a, b) un intervalo, 1 < p < ∞ y u y v dos pesos sobre (a, b).
Entonces:

a) (u, v) ∈ Ap ⇔ M : Lp((a, b), v) −→ Lp
∗((a, b), u) acotado.

b) (u, v) ∈ Ap ⇒ M : Lr((a, b), v) −→ Lr((a, b), u) acotado ∀r > p.

c) H : Lp((a, b), v) −→ Lp
∗((a, b), u) acotado ⇒ (u, v) ∈ Ap.

Es de destacar que la condición (u, v) ∈ Ap no implica la acotación de la
transformada de Hilbert. Para obtener condiciones suficientes para esta acotación,
debemos definir la siguiente clase de pesos:
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Definición 1.32. Sean (a, b) un intervalo, 1 < p < ∞ y δ > 1. Sean u y v dos
pesos sobre (a, b). Diremos que (u, v) ∈ Aδ

p si (uδ, vδ) ∈ Ap.

Según demostró Neugebauer ([N]), entre dos pesos u y v tales que (u, v) ∈ Aδ
p

existe un peso w ∈ Ap:

Teorema 1.33. Sean (a, b) un intervalo, 1 < p < ∞ y δ > 1. Si (u, v) ∈ Aδ
p,

entonces existen un peso w ∈ Ap y dos constantes positivas c1 y c2 tales que
c1u ≤ w ≤ c2v en casi todo punto.

Con ayuda de este resultado y del teorema 1.29, se tiene:

Teorema 1.34. Sean (a, b) un intervalo, 1 < p < ∞ y u y v dos pesos sobre (a, b).
Si existe δ > 1 tal que (u, v) ∈ Aδ

p, entonces el operador

H : Lp((a, b), v) −→ Lp((a, b), u)

está acotado. Además, la norma de H depende sólo de la constante Aδ
p del par

(u, v).

Puesto que vamos a necesitar acotaciones de la transformada de Hilbert con
sucesiones de pares de pesos (un, vn), con constantes que no dependan de n, surge
de manera natural la siguiente definición:

Definición 1.35. Diremos que una familia {(un, vn)}n≥0 pertenece a Ap((a, b))
uniformemente si existe una constante C tal que ∀n ≥ 0 y para todo intervalo I
contenido en (a, b),(∫

I

un(x) dx

)(∫
I

vn(x)−q/p dx

)p/q

≤ C|I|p.

Una definición análoga se tiene para Aδ
p((a, b)) uniforme.

Las condiciones Ap y Aδ
p uniformes han sido estudiadas con detalle por Varona

para pesos de los denominados radiales, es decir, productos de expresiones del tipo
|x−t|r y (|x−t|+xn)r, con ĺımn→∞ xn = 0. Las principales propiedades que vamos
a utilizar son las siguientes (véase [V], caṕıtulo 2, pág. 40 y sig.):

Teorema 1.36. xr ∈ Ap((0, 1)) ⇔ −1 < r < p− 1.

Es decir, estos pesos u están en la clase Ap si y sólo si u y u−q/p son integrables.

Teorema 1.37. Son equivalentes:

a) (xr, xR) ∈ Ap((0, 1)).

b) ∃δ > 1 tal que (xr, xR) ∈ Aδ
p((0, 1)).

c) Se cumplen las desigualdades: −1 < r; R < p− 1; R ≤ r.
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Teorema 1.38. Sea {xn} una sucesión, ĺımn→∞ xn = 0, xn > 0 ∀n. Entonces, son
equivalentes:

a) {(xr(x + xn)s, xR(x + xn)S)} ∈ Ap((0, 1)) uniformemente.

b) ∃δ > 1 tal que {(xr(x + xn)s, xR(x + xn)S)} ∈ Aδ
p((0, 1)) unif.

c) Se verifican las desigualdades:

−1 < r; R < p− 1; R ≤ r;

−1 < r + s; R + S < p− 1; R + S ≤ r + s.

Las mismas caracterizaciones se tienen sustituyendo (0, 1) por (a, b) y x por
|x − t|, siempre que t ∈ [a, b]. Pero además, la pertenencia a una de estas clases
Ap de pesos en los que intervienen factores del tipo |x − t| se comprueba viendo
si en cada punto t se cumplen las condiciones anteriores. Esto es lo que afirma el
siguiente resultado ([V], corolario 2.19, pág. 57):

Teorema 1.39. Sea (a, b) un intervalo acotado. Sea:

a = x0 < x1 < x2 < . . . < xm < xm+1 = b;

{xk,n}n≥0, con ĺım
n→∞

xk,n = 0 (k = 0, . . . ,m + 1) y xk,n > 0 ∀k, n;

uk,n(x) = |x− xk|ak(|x− xk|+ xk,n)bk (k = 0, . . . ,m + 1);

vk,n(x) = |x− xk|Ak(|x− xk|+ xk,n)Bk (k = 0, . . . ,m + 1).

Sean

un(x) = u0,n(x)u1,n(x) . . . um+1,n(x),

vn(x) = v0,n(x)v1,n(x) . . . vm+1,n(x).

Entonces, son equivalentes:

a) (un, vn) ∈ Ap((a, b)) uniformemente.

b) (uk,n, vk,n) ∈ Ap((a, b)) uniformemente, k = 0, . . . ,m + 1.

Lo mismo se cumple con la clase Aδ
p((a, b)).
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Como hemos dicho, la teoŕıa de pesos Ap puede aplicarse al estudio de la
convergencia de la serie de Fourier: sea dµ(x) = w(x) dx sobre [−1, 1], con w > 0
en casi todo punto. Sean {Pn} los polinomios ortonormales de dµ y {Qn} los de
(1 − x2) dµ(x). Por la descomposición de Pollard de los núcleos Kn(x, y), basta
demostrar la acotación uniforme de los operadores:

W1,nf(x) = Pn+1(x)

∫ 1

−1

Pn+1(t)f(t)w(t) dt

W2,nf(x) = Pn+1(x)

∫ 1

−1

(1− t2)Qn(t)f(t)w(t)

x− t
dt

W3,nf(x) = (1− x2)Qn(x)

∫ 1

−1

Pn+1(t)f(t)w(t)

x− t
dt.

Concretamente, si u y v son dos pesos, para probar que

‖Snf‖Lp(upw dx) ≤ C‖f‖Lp(vpw dx)

es suficiente obtener:

‖Wi,nf‖Lp(upw dx) ≤ C‖f‖Lp(vpw dx).

La acotación de W1,n se puede lograr mediante la desigualdad de Hölder. Los
otros dos operadores se expresan mediante la transformada de Hilbert. De esta ma-
nera, Varona ([V], caṕıtulo III) demostró que las Sn están uniformemente acotadas
si: (∫ 1

−1

un(x) dx

)1/p(∫ 1

−1

vn(x)−1/(p−1) dx

)1/q

≤ C,

(un, vn) ∈ Aδ
p

uniformemente para algún δ > 1,

(un, vn) ∈ Aδ
p

uniformemente para algún δ > 1, donde

un(x) = |Pn+1(x)|pu(x)pw(x),

vn(x) = |Qn(x)|−p(1− x2)−pv(x)pw(x)1−p,

un(x) = |Qn(x)|p(1− x2)pu(x)pw(x),

vn(x) = |Pn+1(x)|−pv(x)pw(x)1−p.
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Tomemos ahora un peso de Jacobi generalizado. Para los polinomios correspon-
dientes, hemos visto acotaciones en la primera parte de este caṕıtulo. Basándose
en ellas y en los teoremas anteriores sobre pesos Aδ

p, Varona estudió esas tres
condiciones y demostró el teorema 1.14 en el caso γi ≥ 0 ∀i. Esta restricción
puede eliminarse por el procedimiento que ahora describimos sucintamente (véase
[GPRV] para mayor detalle):

Sea w el peso de Jacobi generalizado. Sean {Kn(x, y)} sus núcleos y {Sn} las
sumas parciales de su serie de Fourier. Sean {Kc

n(x, y)} y {Sc
n} los relativos al peso

(x− c)2w(x), con c ∈ [−1, 1]. Puede probarse la siguiente relación:

Kn(x, y) = (x− c)(y − c)Kc
n−1(x, y) +

Kn(x, c)

Kn(c, c)
Kn(c, y).

De esta igualdad se deduce: Snf = T1,nf + T2,nf , donde:

T1,nf(x) =
Kn(x, c)

Kn(c, c)

∫ 1

−1

Kn(c, y)f(y)w(y) dy

y

T2,nf(x) = (x− c)Sc
n−1(

f(y)

y − c
, x).

El operador T1,n se puede acotar, conociendo expresiones adecuadas para los nú-
cleos. Queda sólo acotar el operador T2,n. Esto se reduce a la acotación con otros
pesos de Sc

n. De este modo, pasamos de un peso de Jacobi generalizado con un
exponente negativo γ > −1 en el punto c a otro con un exponente positivo γ+2. Por
reiteración de este proceso, “quitamos” todos los exponentes negativos y aplicamos
el resultado de Varona.



CAPÍTULO II

Acotación débil de las series de Fourier

§1. Comportamiento débil de las series de Fourier-Jacobi

Sea {Pn}n≥0 una sucesión de polinomios, ortonormales con respecto a una me-
dida dµ positiva, de Borel y finita sobre R. Con Snf denotamos la suma parcial
enésima del desarrollo de Fourier de f en {Pn}. Sean u y v dos pesos. Hemos visto
en el caṕıtulo anterior que, por teoŕıa de interpolación, el conjunto de los p para
los cuales se verifica la acotación uniforme

‖uSnf‖Lp(dµ) ≤ C‖vf‖Lp(dµ)

es un intervalo: el intervalo de convergencia en media. Además, únicamente puede
haber acotación débil o débil restringida en los extremos de dicho intervalo (además
del propio intervalo), lo que también se deduce de la teoŕıa de interpolación. Al
estudio de esas acotaciones dedicamos este caṕıtulo.

Ya hemos visto en el caṕıtulo primero que, en el caso de los polinomios de
Jacobi, es decir, si dµ(x) = (1 − x)α(1 + x)β dx (α, β > −1) sobre el intervalo
[−1, 1], con u(x) = (1 − x)a(1 + x)b y v(x) = (1 − x)A(1 + x)B, el intervalo
de convergencia en media viene dado por las condiciones siguientes (es un caso
particular del teorema 1.14):

A + (α + 1)(
1

p
− 1

2
) <

1

4
, A + (α + 1)(

1

p
− 1

2
) <

α + 1

2
,

a + (α + 1)(
1

p
− 1

2
) > −1

4
, a + (α + 1)(

1

p
− 1

2
) > −α + 1

2

y sus análogas con β, b y B.
Estas desigualdades determinan un intervalo abierto de p, para cuyos extremos

no existe acotación en media. Cabe preguntarse entonces si en dichos extremos se
verifica al menos la acotación débil. Esta cuestión fue resuelta por Chanillo ([Ch])
para el caso α = β = 0 (polinomios de Legendre) con u = v = 1 y generalizada en
[GPV]; su estudio es el objetivo de este caṕıtulo. Para ello, consideramos prime-
ramente el caso general y hallamos condiciones necesarias para la acotación débil,
que implican las obtenidas por Máté, Nevai y Totik para la acotación en media
(véase [MNT 1], [GPV]).

Lema 2.1. Sean dµ una medida sobre R, u1, u2 y v tres pesos y 1 < p < ∞. Si
existe una constante C tal que ∀f ∈ Lp(vp dµ) se verifica la desigualdad

(2.1) ‖u1Snf‖Lp
∗(u

p
2 dµ) ≤ C‖vf‖Lp(dµ) ∀n ≥ 0,

31
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entonces

(2.2) ‖Pn‖Lq(v−q dµ)‖u1Pn‖Lp
∗(u

p
2 dµ) ≤ C ∀n ≥ 0,

donde 1/q + 1/p = 1.

Demostración:

Si an(f) =
∫

R fPn dµ es el enésimo coeficiente de Fourier de f , de (2.1) se sigue
que

‖an(f)u1Pn‖Lp
∗(u

p
2 dµ) = ‖u1(Snf − Sn−1f)‖Lp

∗(u
p
2 dµ) ≤ C‖f‖Lp(vp dµ),

es decir:

|an(f)| ≤ C
(
‖u1Pn‖Lp

∗(u
p
2 dµ)

)−1 ‖f‖Lp(vp dµ).

Entonces, cada uno de los operadores:

Pnv
−p : Lp(vp dµ) −→ R

f −→
∫

R
(Pnv

−p)fvp dµ = an(f)

está acotado y, por dualidad, su norma como operador coincide con su norma en
Lq(vp dµ). Luego:

‖Pnv
−p‖Lq(vp dµ) ≤ C

(
‖u1Pn‖Lp

∗(u
p
2 dµ)

)−1 ∀n ≥ 0.

Pero:

‖Pnv
−p‖Lq(vp dµ) = ‖Pnv

−p+p/q‖Lq(dµ) = ‖Pnv
−1‖Lq(dµ).

Por lo tanto, se verifica (2.2).

Recordemos el teorema 1.11, de Máté, Nevai y Totik:

Sea dµ una medida sobre [−1, 1] y µ′ > 0 en casi todo punto. Sea 0 < p ≤ ∞.
Existe una constante C tal que, si g es una función medible Lebesgue en [−1, 1],
entonces:

‖µ′(x)−1/2(1− x2)−1/4g(x)‖Lp(dx) ≤ C lim
n→∞

‖Png‖Lp(dx).

En particular, si limn→∞ ‖Png‖Lp(dx) = 0, entonces g = 0 en casi todo punto.

Para el caso débil, puede obtenerse a partir de este resultado algo similar, ya
que la norma débil se relaciona con la fuerte mediante la condición de Kolmogorov
([GR], lema V.2.8, pág. 485):
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Lema 2.2. Sean dm una medida σ-finita, 0 < r < p < ∞, 1/s = 1/r − 1/p y f
una función medible. Entonces:

‖f‖Lp
∗(dm) ≤ sup

E

‖fχE‖Lr(dm)

‖χE‖Ls(dm)

≤
(

p

p− r

)1/r

‖f‖Lp
∗(dm),

donde el supremo se toma sobre todos los conjuntos medibles E tales que 0 <
m(E) < ∞ y χE es la función caracteŕıstica de E.

Lema 2.3. Sea dµ una medida sobre [−1, 1] y µ′ > 0 en [−1, 1] en casi todo punto.
Sea 0 < p < ∞. Existe una constante C tal que, si g y h son funciones medibles
Lebesgue en [−1, 1], entonces:

‖µ′(x)−1/2(1− x2)−1/4g(x)‖Lp
∗(|h(x)| dx) ≤ C lim

n→∞
‖Png‖Lp

∗(|h(x)| dx).

Demostración:
Sea E un conjunto medible, con 0 <

∫
E
|h(x)|dx < ∞. Según el teorema 1.14 y el

lema 2.2:

‖µ′(x)−1/2(1− x2)−1/4gχE‖Lr(|h(x)| dx)

‖χE‖Ls(|h(x)| dx)

≤ C lim
n→∞

‖PngχE‖Lr(|h(x)| dx)

‖χE‖Ls(|h(x)| dx)

≤

≤ C lim
n→∞

‖Png‖Lp
∗(|h(x)| dx).

Basta ahora tomar el supremo en E y aplicar de nuevo el lema 2.2.

El siguiente teorema proporciona condiciones necesarias para la acotación débil,
con pesos, de la serie de Fourier:

Teorema 2.4. Sea dµ una medida sobre [−1, 1] y µ′ > 0 en casi todo punto de
[−1, 1]. Sean u1, u2 y v tres pesos tales que u1u2 es distinto de cero y v es finito en
sendos conjuntos de medida µ positiva. Sea 1 < p < ∞, 1/p + 1/q = 1. Si existe
una constante C tal que ∀f ∈ Lp(vp dµ) se verifica la desigualdad

‖u1Snf‖Lp
∗(u

p
2 dµ) ≤ C‖vf‖Lp(dµ) ∀n ≥ 0,

entonces:

(2.3) u1 ∈ Lp
∗(u

p
2) dµ);

(2.4) v−1 ∈ Lq(dµ);

(2.5) µ′(x)−1/2(1− x2)−1/4u1(x) ∈ Lp
∗(u

p
2)µ

′);
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(2.6) µ′(x)−1/2(1− x2)−1/4v(x)−1 ∈ Lq(µ′).

Demostración:
Haciendo n = 0 en la desigualdad (2.2) del lema 2.1, se obtiene (2.3) y (2.4), puesto
que P0 es una constante no nula. Asimismo, de (2.2) se deduce que

‖Pn‖Lq(v−qµ′)‖u1Pn‖Lp
∗(u

p
2µ′) ≤ C ∀n ≥ 0.

Tomando ahora ĺımites inferiores resulta, de acuerdo con el teorema 1.11 y el
lema 2.3:

‖µ′(x)−1/2(1− x2)−1/4‖Lq(v−qµ′)‖u1µ
′(x)−1/2(1− x2)−1/4‖Lp

∗(u
p
2µ′) ≤

≤ lim
n→∞

‖Pn‖Lq(v−qµ′) lim
n→∞

‖u1Pn‖Lp
∗(u

p
2µ′) ≤

≤ lim
n→∞

‖Pn‖Lq(v−qµ′)‖u1Pn‖Lp
∗(u

p
2µ′) ≤ C.

Puesto que ninguna de las normas se anula (ello implicaŕıa u1u2 = 0, o bien v = ∞
en casi todo punto), cada una de ellas debe ser finita y se llega a (2.5) y (2.6).

Corolario 2.5. Con las hipótesis del teorema 2.4, si u y v son dos pesos que en
sendos conjuntos de medida µ positiva son finitos y distintos de cero y se cumple

‖uSnf‖Lp
∗(dµ) ≤ C‖vf‖Lp(dµ) ∀n ≥ 0, ∀f ∈ Lp(vp dµ)

y

‖v−1Snf‖Lq
∗(dµ) ≤ C‖u−1f‖Lq(dµ) ∀n ≥ 0, ∀f ∈ Lq(u−q dµ),

entonces:

u ∈ Lp(dµ),

v−1 ∈ Lq(dµ),

µ′(x)−1/2(1− x2)−1/4u(x) ∈ Lp(µ′),

µ′(x)−1/2(1− x2)−1/4v(x)−1 ∈ Lq(µ′).

Observación 2.6: estas son las condiciones necesarias a las que llegan Máté, Nevai
y Totik (teorema 1.12) para la acotación

‖uSnf‖Lp(dµ) ≤ C‖vf‖Lp(dµ).

Pero esta implica también ‖v−1Snf‖Lq(dµ) ≤ C‖u−1f‖Lq(dµ). El corolario 2.5 signi-
fica que basta con la acotación débil para llegar a esas condiciones.
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A continuación estudiaremos el caso de las series de Jacobi. Sean ahora dµ(x) =
(1− x)α(1 + x)β dx sobre [−1, 1], u(x) = (1− x)a(1 + x)b. El intervalo de conver-
gencia en media (‖uSnf‖Lp(dµ) ≤ C‖uf‖Lp(dµ) ∀n, ∀f), para 1 < p < ∞, viene
caracterizado por la condiciones:

a + (α + 1)(
1

p
− 1

2
) <

1

4
, a + (α + 1)(

1

p
− 1

2
) <

α + 1

2
,

a + (α + 1)(
1

p
− 1

2
) > −1

4
, a + (α + 1)(

1

p
− 1

2
) > −α + 1

2

y las correspondientes con b y β.
Los siguientes resultados técnicos serán de utilidad más adelante:

Lema 2.7. Sean 0 < p < ∞, r, s ∈ R, a > 0. Entonces:

χ(0,a)(x)xr ∈ Lp
∗(x

s dx) ⇔ pr + s + 1 ≥ 0, (r, s) 6= (0,−1).

Y, en este caso,

(2.7) ‖χ(0,a)(x)xr‖Lp
∗(xs dx) = K(r, s, p)ar+(s+1)/p.

Demostración:
Vamos a hallar el valor de

‖χ(0,a)(x)xr‖p
Lp
∗(xs dx)

= sup
y>0

yp

∫
0<x<a
xr>y

xs dx = sup
y>0

I(y),

con I(y) = yp

∫
0<x<a
xr>y

xs dx. Podemos distinguir los siguientes casos:

a) pr + s + 1 < 0; a su vez: a1) r > 0, s < −1; a2) r = 0, s < −1; a3) r < 0.

b) pr + s + 1 = 0; a su vez: b1) r > 0, s < −1; b2) r = 0, s = −1; b3) r < 0,
s > −1.

c) pr + s + 1 > 0; a su vez: c1) r > 0; c2) r = 0, s > −1; c3) r < 0, s > −1.

Tenemos que probar que supy>0 I(y) = +∞ en a) y b2), supy>0 I(y) = C(r, s, p)
en b1) y b3) y supy>0 I(y) = C(r, s, p)apr+s+1 en c).
Veamos cada uno de ellos:

a1) pr + s + 1 < 0, r > 0, s < −1. I(y) = yp

∫
0<x<a
xr>y

xs dx = yp

∫
0<x<a
y1/r<x

xs dx.

Tomemos y < ar; entonces,

I(y) = yp

∫ a

y1/r

xs dx = Cyp[y(s+1)/r − as+1] = C[y(pr+s+1)/r − as+1yp].
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Puesto que pr+s+1 < 0 y r > 0, ĺımy→0+ I(y) = +∞; es decir: supy>0 I(y) = +∞,
como queŕıamos demostrar.

a2) pr + s + 1 < 0, r = 0, s < −1. I(y) = yp

∫
0<x<a

1>y

xs dx, que diverge siempre que

y < 1. Luego supy>0 I(y) = +∞.

a3) pr + s+1 < 0, r < 0. I(y) = yp

∫
0<x<a
xr>y

xs dx = yp

∫
0<x<a
x<y1/r

xs dx. Si s ≤ −1, esta

integral diverge y ya está.
Supongamos que s > −1. Tomemos y > ar; entonces y1/r < a, luego

I(y) = yp

∫
0<x<y1/r

xs dx = Cyp+(s+1)/r = Cy(pr+s+1)/r.

Y como pr + s + 1 < 0 y r < 0, ĺımy→+∞ I(y) = +∞, aśı que supy>0 I(y) = +∞.
b1) pr + s + 1 = 0, r > 0, s < −1.

I(y) = yp

∫
0<x<a
xr>y

xs dx = yp

∫
0<x<a
y1/r<x

xs dx =

{
yp
∫ a

y1/r xs dx si y1/r ≤ a

0 si a ≤ y1/r

luego, teniendo en cuenta que s + 1 < 0 y que pr + s + 1 = 0,

sup
y>0

I(y) = sup
0<y<ar

yp

∫ a

y1/r

xs dx = sup
0<y<ar

Cyp[y(s+1)/r − as+1] =

= sup
0<y<ar

C[y(pr+s+1)/r − as+1yp] = sup
0<y<ar

C[1− (y/ar)p] = C,

donde C = −1/(s + 1).

b2) pr + s + 1 = 0, r = 0, s = −1. I(y) = yp

∫
0<x<a

1>y

x−1 dx, que diverge siempre

que y < 1. Luego supy>0 I(y) = +∞.

b3) pr + s + 1 = 0, r < 0, s > −1. I(y) = yp

∫
0<x<a
xr>y

xs dx = yp

∫
0<x<a
x<y1/r

xs dx =

=

{
yp
∫ a

0
xs dx si y ≤ ar

yp
∫

0<x<y1/r xs dx si ar ≤ y
=

{
Cypas+1 si y ≤ ar

Cyp+(s+1)/r si ar ≤ y
=

=

{
C(y/ar)p si y ≤ ar

C si ar ≤ y

luego supy>0 I(y) = C, donde C depende de s.
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c1) pr + s+1 > 0, r > 0. Supongamos s 6= −1 (para s = −1 se procede de manera
análoga); comenzando como en b1),

sup
y>0

I(y) = sup
0<y<ar

yp

∫ a

y1/r

xs dx = sup
0<y<ar

Cyp|as+1 − y(s+1)/r| =

= sup
0<y<ar

Capr(y/ar)p
∣∣as+1

[
1− (y/ar)(s+1)/r

]∣∣ =

= sup
0<y<ar

Capr+s+1(y/ar)p
∣∣1− (y/ar)(s+1)/r

∣∣ =

= Capr+s+1 sup
0<t<1

tp
∣∣1− t(s+1)/r

∣∣ =

= Capr+s+1 sup
0<t<1

∣∣tp − t(pr+s+1)/r
∣∣ = Capr+s+1

(donde C depende de p, r y s), ya que

ĺım
t→0+

∣∣tp − t(pr+s+1)/r
∣∣ = ĺım

t→1−

∣∣tp − t(pr+s+1)/r
∣∣ = 0,

por ser pr + s + 1 > 0 y r > 0.
c2) pr + s + 1 > 0, r = 0, s > −1.

sup
y>0

I(y) = sup
y>0

yp

∫
0<x<a

1>y

xs dx =

∫ a

0

xs dx = Cas+1 = Capr+s+1,

donde C depende de p, r y s.
c3) pr + s + 1 > 0, r < 0, s > −1. De la misma manera que en b3),

I(y) =

{
Cypas+1 si y ≤ ar,

Cyp+(s+1)/r si ar ≤ y,

donde C depende de p, r y s. Luego:

sup
0<y≤ar

I(y) = Capr+s+1,

sup
ar≤y

I(y) = sup
ar≤y

Cy(pr+s+1)/r = Capr+s+1,

ya que pr + s + 1 > 0 y r < 0. Por lo tanto, supy>0 I(y) = Capr+s+1, donde C
depende de p, r y s. Con esto, queda demostrado el lema.

Lema 2.8. Sea H la transformada de Hilbert, es decir:

Hg(x) = v.p.

∫
g(t)

x− t
dt,
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donde la integral se toma sobre R o sobre otro intervalo. Sean dµ y dη dos medidas,
u un peso y 1 ≤ p ≤ ∞; supongamos que existe una constante C tal que

‖uHg‖Lp
∗(dµ) ≤ C‖g‖Lp(dη) ∀g ∈ Lp(dη).

Entonces, ∀f ∈ Lp(dη), ∀r, s ∈ R tales que r ≤ s, se verifican las desigualdades
siguientes, donde la constante C es la misma de antes:(∫

{t≥s}

|f(t)| dt

t− r

)
‖uχ(r,s)‖Lp

∗(dµ) ≤ C‖fχ{t≥s}‖Lp(dη)

(∫
{t≤r}

|f(t)| dt

s− t

)
‖uχ(r,s)‖Lp

∗(dµ) ≤ C‖fχ{t≤r}‖Lp(dη)

Y si H satisface la acotación fuerte, ambas se cumplen también con normas fuertes.

Demostración:
Sea r ≤ x ≤ s ≤ t; entonces, 0 ≤ t − x ≤ t − r ⇒ 1

t−r
≤ 1

t−x
. Sea g(x) =

χ{x≥s}|f(x)|;

r ≤ x ≤ s ⇒ |Hg(x)| =
∣∣∣∣∫
{t≥s}

|f(t)| dt

x− t

∣∣∣∣ ≥ ∫
{t≥s}

|f(t)| dt

t− r
,

luego

|Hg(x)| ≥
(∫

{t≥s}

|f(t)| dt

t− r

)
χ(r,s)(x) ∀x

y (∫
{t≥s}

|f(t)| dt

t− r

)
‖uχ(r,s)‖Lp

∗(dµ) ≤ ‖uHg‖Lp
∗(dµ) ≤ C‖g‖Lp(dη) =

= C‖fχ{t≥s}‖Lp(dη).

La otra desigualdad se obtiene de manera análoga.

Con todos los resultados anteriores podemos estudiar ya la convergencia débil
de la serie de Fourier respecto de una medida de Jacobi:

Teorema 2.9. Sean w(x) = (1 − x)α(1 + x)β en el intervalo [−1, 1] (α, β >
−1), dµ(x) = w(x) dx, Snf la suma parcial enésima del desarrollo de Fourier de
polinomios de Jacobi, ortonormales con respecto a dµ. Sean u(x) = (1−x)a(1+x)b

y 1 < p < ∞.
Si existe una constante C tal que ∀f ∈ Lp(up dµ) se verifica la desigualdad

‖Snf‖Lp
∗(up dµ) ≤ C‖f‖Lp(up dµ) ∀n ≥ 0,
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entonces deben cumplirse las condiciones:

(2.8) a + (α + 1)(
1

p
− 1

2
) <

1

4
, b + (β + 1)(

1

p
− 1

2
) <

1

4
;

(2.9) a + (α + 1)(
1

p
− 1

2
) <

α + 1

2
, b + (β + 1)(

1

p
− 1

2
) <

β + 1

2
;

(2.10) a + (α + 1)(
1

p
− 1

2
) > −1

4
, b + (β + 1)(

1

p
− 1

2
) > −1

4
;

(2.11) a + (α + 1)(
1

p
− 1

2
) > −α + 1

2
, b + (β + 1)(

1

p
− 1

2
) > −β + 1

2
.

Demostración:
Según el teorema 2.4, con u1 = 1 y u2 = v = u, se tienen que satisfacer las
siguientes condiciones:

1 ∈ Lp
∗(u

pw);

u−1 ∈ Lq(w);

(2.12) w(x)−1/2(1− x2)−1/4 ∈ Lp
∗(u

pw);

(2.13) w(x)−1/2(1− x2)−1/4u−1(x) ∈ Lq(w).

Examinamos cada una de estas condiciones de integrabilidad únicamente en x = 1,
ya que en x = −1 son análogas. Aśı, y teniendo en cuenta que 1 ∈ Lp

∗(u
pw) ⇔ 1 ∈

Lp(upw), la primera de ellas implica:

ap + α > −1 ⇔ a + (α + 1)
1

p
> 0 ⇔ a + (α + 1)(

1

p
− 1

2
) > −α + 1

2
⇔ (2.11).

La segunda:

−aq + α > −1 ⇔ aq − (α + 1) < 0 ⇔ a + (α + 1)(
1

p
− 1) < 0 ⇔

⇔ a + (α + 1)(
1

p
− 1

2
) <

α + 1

2
⇔ (2.9).

La cuarta:

−α

2
q − 1

4
q − aq + α > −1 ⇔ −α

2
− 1

4
− a + (α + 1)(1− 1

p
) > 0 ⇔



40 Acotación débil de las series de Fourier

⇔ a + (α + 1)(
1

p
− 1) < −2α + 1

4
⇔ a + (α + 1)(

1

p
− 1

2
) <

1

4
⇔ (2.8).

Por último, de (2.12) se obtiene, según el lema 2.7:

−α

2
p− 1

4
p + ap + α ≥ −1 ⇔ a + (α + 1)

1

p
− α

2
− 1

4
≥ 0,

ya que, como usaremos repetidamente,

w(x)−1/2(1− x2)−1/4 ∈ Lp
∗(u

pw) ⇔

⇔

{
w(x)−1/2(1− x2)−1/4 ∈ Lp

∗((−1, 0), upw)

w(x)−1/2(1− x2)−1/4 ∈ Lp
∗((0, 1), upw)

⇔

⇔

{
(1 + x)−β/2(1 + x)−1/4 ∈ Lp

∗((−1, 0), (1 + x)bp(1 + x)β)

(1− x)−α/2(1− x)−1/4 ∈ Lp
∗((0, 1), (1− x)ap(1− x)α)

Es decir (con su análoga para b y β):

(2.14) a + (α + 1)(
1

p
− 1

2
) ≥ −1

4
; b + (β + 1)(

1

p
− 1

2
) ≥ −1

4
.

Lo único que falta por demostrar es que, sabiendo que (2.8), (2.9), (2.11) y (2.12)
son ciertas (y también (2.13), por lo tanto) y que existe acotación débil uniforme
de {Sn}, no pueden darse las igualdades en (2.14).
Consideremos la descomposición de Pollard del núcleo, que hemos visto en el primer
caṕıtulo:

Kn(x, t) = rnT1(n, x, t) + snT2(n, x, t) + snT3(n, x, t)

con
T1(n, x, t) = Pn+1(x)Pn+1(t),

T2(n, x, t) = (1− t2)
Pn+1(x)Qn(t)

x− t
y

T3(n, x, t) = T2(n, t, x) = (1− x2)
Pn+1(t)Qn(x)

t− x
,

donde {Pn} y {Qn} son los polinomios ortonormales con respecto a dµ y a (1 −
x2) dµ. Además, ĺımn→∞ rn = −1/2 y ĺımn→∞ sn = 1/2 ya que sop µ = [−1, 1] y
µ′ > 0 en casi todo punto.
Podemos entonces poner

Sn(f, x) =

∫ 1

−1

f(t)Kn(x, t) dµ(t) = rnW1,n(f, x) + snW2,n(f, x) + snW3,n(f, x),
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con Wi,n(f, x) =
∫ 1

−1
f(t)Ti(n, x, t)w(t) dt (i = 1, 2, 3).

Vamos a demostrar que, con las hipótesis (2.8), (2.9), (2.11) y (2.12), W1,n y W3,n

son operadores uniforme débilmente acotados (en n); pero que W2,n no lo es si en
(2.14) se da alguna igualdad. Con esto, quedará probado el teorema.
a) Acotación uniforme de los operadores W1,n: por la desigualdad de Hölder,

|W1,n(f, x)| = |Pn+1(x)

∫ 1

−1

Pn+1(t)f(t)w(t) dt| = |Pn+1(x)

∫ 1

−1

Pn+1u
−1fuw| ≤

≤ |Pn+1(x)|‖Pn+1u
−1‖Lq(w)‖fu‖Lp(w),

luego
‖W1,nf‖Lp

∗(up w) ≤ ‖Pn+1‖Lp
∗(up w)‖Pn+1u

−1‖Lq(w)‖fu‖Lp(w)

y basta con:
‖Pn‖Lp

∗(up w) ≤ C ∀n ∈ N

y
‖Pnu

−1‖Lq(w) ≤ C ∀n ∈ N.

Ahora bien, en el primer caṕıtulo hemos visto que los polinomios Pn admiten la
cota siguiente:

(2.15) |Pn(x)| ≤ C(1− x +
1

n2
)−(2α+1)/4(1 + x +

1

n2
)−(2β+1)/4.

Entonces, es suficiente con obtener:

‖(1− x +
1

n2
)−(2α+1)/4(1 + x +

1

n2
)−(2β+1)/4‖Lp

∗(up w) ≤ C ∀n ∈ N

y

‖(1− x +
1

n2
)−(2α+1)/4(1 + x +

1

n2
)−(2β+1)/4u−1‖Lq(w) ≤ C ∀n ∈ N.

O, lo que es equivalente, las siguientes acotaciones y sus análogas para b y β:

‖(1− x +
1

n2
)−(2α+1)/4‖Lp

∗((1−x)ap+α) ≤ C ∀n ∈ N

y

‖(1− x +
1

n2
)−(2α+1)/4(1− x)−a‖Lq((1−x)α) ≤ C ∀n ∈ N.

Pero, por el teorema de la convergencia monótona y por ser ap + α > −1, de
acuerdo con (2.11), estas son equivalentes a las acotaciones:

‖(1− x)−(2α+1)/4‖Lp
∗((1−x)ap+α) ≤ C
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y
‖(1− x)−(2α+1)/4(1− x)−a‖Lq((1−x)α) ≤ C.

Y estas desigualdades, con sus análogas para b y β, equivalen, a su vez, a las
siguientes:

w(x)−1/2(1− x2)−1/4 ∈ Lp
∗(u

pw)

y
w(x)−1/2(1− x2)−1/4u(x)−1 ∈ Lq(w),

que son, respectivamente, (2.12) y (2.13), las cuales suponemos ciertas. Por lo
tanto, los operadores W1,n están uniformemente débilmente acotados.
b) Acotación uniforme de los operadores W3,n:
Según su definición,

W3,n(f, x) = −(1− x2)Qn(x)

∫ 1

−1

f(t)Pn+1(t)w(t)

x− t
dt =

= −(1− x2)Qn(x)H(fPn+1w, x),

donde por H denotamos la transformada de Hilbert sobre [−1, 1]. Vamos a demos-
trar la acotación fuerte uniforme de estos operadores.

‖W3,nf‖Lp(upw) ≤ C‖f‖Lp(upw) ∀f ⇔

⇔ ‖(1− x2)Qn(x)H(fPn+1w, x)‖Lp(upw) ≤ C‖f‖Lp(upw) ∀f ⇔

⇔ ‖(1− x2)Qn(x)Hg(x)‖Lp(upw) ≤ C‖g(Pn+1w)−1‖Lp(upw) ∀g ⇔

⇔ ‖Hg‖Lp((1−x2)p|Qn|pupw) ≤ C‖g‖Lp(|Pn+1|−pupw1−p) ∀g.

En virtud de (2.15) (no es necesario sustituir n por n + 1 en la cota, ya que
n ∼ n + 1),

|Pn+1(x)|−pu(x)pw(x)1−p ≥

≥ C(1− x)ap+α(1−p)(1− x +
1

n2
)p(2α+1)/4(1 + x)bp+β(1−p)(1 + x +

1

n2
)p(2β+1)/4.

Y, por la desigualdad correspondiente para los polinomios Qn, ortonormales con
respecto a (1− x)α+1(1 + x)β+1,

|Qn(x)|p(1− x2)pu(x)pw(x) ≤

≤ C(1− x)p+ap+α(1− x +
1

n2
)−p(2α+3)/4(1 + x)p+bp+β(1 + x +

1

n2
)−p(2β+3)/4.

Por consiguiente, basta con que se cumpla:

‖Hg‖Lp(un) ≤ C‖g‖Lp(vn) ∀g, ∀n,
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donde

un(x) = (1− x)p+ap+α(1− x +
1

n2
)−p(2α+3)/4(1 + x)p+bp+β(1 + x +

1

n2
)−p(2β+3)/4

y

vn(x) = (1− x)ap+α(1−p)(1− x +
1

n2
)p(2α+1)/4(1 + x)bp+β(1−p)(1 + x +

1

n2
)p(2β+1)/4.

Como vimos en el caṕıtulo primero, para esta acotación es suficiente con que, para
algún δ > 1,

(un, vn) ∈ Aδ
p((−1, 1)) uniformemente.

Esta condición equivale, por los teoremas 1.38 y 1.39, a las siguientes desigualdades
y sus análogas para b y β:

p + ap + α > −1 ⇔ ap + α + 1 > −p ⇔ a + (α + 1)(1
p
− 1

2
) > −1− α+1

2
⇐ (2.11);

ap+α(1−p) < p−1 ⇔ ap+(α+1)(1−p) < 0 ⇔ a+(α+1)(1
p
− 1

2
) < α+1

2
⇐ (2.9);

ap + α(1− p) ≤ p + ap + α ⇔ −αp ≤ p ⇔ 0 ≤ α + 1, lo cual es cierto;

ap + α(1− p) + 2α+1
4

p ≤ p + ap + α− 2α+3
4

p ⇔ −αp + 2α+1
4

p ≤ p− 2α+3
4

p,

lo que también es cierto;

p+ap+α− 2α+3
4

p > −1 ⇔ ap+(α+1) > 2α−1
4

p ⇔ a+(α+1)(1
p
− 1

2
) > −3

4
⇐ (2.12),

ya que (2.12) ⇒ (2.14);

ap + α(1− p) + 2α+1
4

p < p− 1 ⇔ ap + (α + 1)(1− p) < −2α+1
4

p ⇔

⇔ a + (α + 1)(1
p
− 1

2
) < 1

4
⇐ (2.8).

Es decir: la condición Aδ
p uniforme anterior se verifica y, por lo tanto, los operadores

W3,n están uniformemente acotados, no sólo en norma débil, sino también en la
fuerte.
c) Los operadores W2,n no están uniformemente débilmente acotados si en (2.14)
se da alguna de las igualdades:

W2,n(f, x) = Pn+1(x)

∫ 1

−1

f(t)(1− t2)Qn(t)w(t)

x− t
dt = Pn+1(x)H((1− t2)fQnw, x);

Luego
‖W2,nf‖Lp

∗(up w) ≤ C‖f‖Lp(upw) ∀f ⇔

⇔ ‖Pn+1(x)H((1− t2)fQnw, x)‖Lp
∗(up w) ≤ C‖f‖Lp(upw) ∀f ⇔
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⇔ ‖Pn+1Hg‖Lp
∗(up w) ≤ C‖g(x)(1− x2)−1Qn(x)−1w(x)−1‖Lp(upw) ∀g ⇔

⇔ ‖Pn+1Hg‖Lp
∗(up w) ≤ C‖g‖Lp((1−x2)−p|Qn|−pupw1−p) ∀g.

Supongamos ahora que en (2.14) se tiene, por ejemplo,

a + (α + 1)(
1

p
− 1

2
) = −1

4
.

Según el lema 2.8, la acotación de W2 implicaŕıa esta otra:(∫ r

−1

|f(t)| dt

s− t

)
‖Pn+1χ(r,s)‖Lp

∗(up w) ≤ C‖fχ(−1,r)‖Lp((1−x2)−p|Qn|−pupw1−p),

donde la constante C es la misma de antes y la desigualdad se verificaŕıa ∀f , ∀n,
∀r, s tales que −1 ≤ r ≤ s ≤ 1.
Tomando s = 1, r > 0 y f(x) = (1−x)−1/p+1−a−α(1/p−1)|Qn(x)|χ(0,1)(x) y teniendo
en cuenta que, si x ∈ (0, 1), entonces u(x) ∼ (1−x)a y w(x) ∼ (1−x)α, resultaŕıa:[∫ r

0

(1− x)−1/p−a−α(1/p−1)|Qn(x)| dx

]
‖Pn+1χ(r,1)‖Lp

∗((1−x)ap+α) ≤

≤ C‖(1− x)−1/pχ(0,r)‖Lp(dx) ∀n ∈ N, ∀r ∈ (0, 1).

Es decir:

(2.16)

[∫ r

0

(1− x)−1/p−a−α(1/p−1)|Qn(x)| dx

]
‖Pn+1χ(r,1)‖Lp

∗((1−x)ap+α) ≤

≤ C| log(1− r)|1/p ∀n ∈ N, ∀r ∈ (0, 1).

Pero, por el lema 2.3,

lim
n→∞

‖Pn+1χ(r,1)‖Lp
∗((1−x)ap+α) ≥ K‖w(x)−1/2(1− x2)−1/4χ(r,1)‖Lp

∗((1−x)ap+α) ≥

≥ K‖(1− x)−(2α+1)/4χ(r,1)‖Lp
∗((1−x)ap+α).

Suponiendo entonces que a + (α + 1)(1
p
− 1

2
) = −1

4
, se tiene:

−2α + 1

4
p + (ap + α) + 1 = ap + α(1− p

2
)− p

4
+ 1 = ap + (α + 1)(1− p

2
) +

p

4
= 0;

además, (2.11) ⇒ ap + α 6= −1. De aqúı se deduce, por el lema 2.7, que

‖(1− x)−(2α+1)/4χ(r,1)‖Lp
∗((1−x)ap+α) = K,
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donde K depende sólo de α, a y p. Luego:

(2.17) lim
n→∞

‖Pn+1χ(r,1)‖Lp
∗((1−x)ap+α) ≥ C ∀r ∈ (0, 1).

La primera integral de (2.16) también puede ser acotada inferiormente, con ayuda
del teorema 1.11:

lim
n→∞

∫ r

0

(1− x)−1/p−a−α(1/p−1)|Qn(x)| dx ≥

≥ K

∫ r

0

(1− x)−1/p−a−α(1/p−1)[(1− x2)w(x)]−1/2(1− x2)−1/4 dx ≥

≥ K

∫ r

0

(1− x)−1/p−a−α(1/p−1)−1/2−α/2−1/4 dx.

De nuevo, si a + (α + 1)(1
p
− 1

2
) = −1

4
, se tiene:

−1

p
− a− α(

1

p
− 1)− 1

2
− α

2
− 1

4
= −1

p
− a− α(

1

p
− 1

2
)− 1

2
− 1

4
=

= −a− (α + 1)(
1

p
− 1

2
)− 1− 1

4
= −1,

aśı es que∫ r

0

(1− x)−1/p−a−α(1/p−1)−1/2−α/2−1/4 dx =

∫ r

0

dx

1− x
= | log(1− r)|.

Luego

lim
n→∞

∫ r

0

(1− x)−1/p−a−α(1/p−1)|Qn(x)| dx ≥ K| log(1− r)|.

De esta acotación y de (2.17) se llega, tomando ĺımites inferiores en (2.16), a que,
∀r ∈ (0, 1):

| log(1− r)| ≤ K| log(1− r)|1/p; | log(1− r)|1/q ≤ K,

lo cual es falso. Por lo tanto, no puede tenerse a+(α+1)(1
p
− 1

2
) = −1

4
; de la misma

manera se demuestra que tampoco puede suceder la igualdad análoga con b y β.
En consecuencia, las desigualdades (2.14) deben ser estrictas y obtenemos (2.10).

Con esto, queda demostrado el teorema.
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Teorema 2.10. Sean w(x) = (1 − x)α(1 + x)β sobre el intervalo [−1, 1] (α, β >
−1), dµ(x) = w(x) dx, Snf la suma parcial enésima del desarrollo de Fourier de
polinomios de Jacobi, ortonormales con respecto a dµ. Sean u(x) = (1−x)a(1+x)b

y 1 < p < ∞.
Si existe una constante C tal que ∀f ∈ Lp(up dµ) se verifica la desigualdad

‖uSnf‖Lp
∗(dµ) ≤ C‖uf‖Lp(dµ) ∀n ≥ 0,

entonces deben cumplirse las condiciones (2.8), (2.9), (2.10) y:

(2.18) a + (α + 1)(
1

p
− 1

2
) ≥ −α + 1

2
, b + (β + 1)(

1

p
− 1

2
) ≥ −β + 1

2
.

Demostración:
Es análoga a la del teorema 2.9; la diferencia entre (2.11) y (2.18) se debe a que
en el teorema 2.9 se llega a que 1 ∈ Lp

∗(u
pw) y esto equivale a que 1 ∈ Lp(upw),

mientras que ahora se tiene u ∈ Lp
∗(w), lo que no implica u ∈ Lp(w).

Corolario 2.11. Con la notación precedente y α, β ≥ −1/2, no hay acotación débil
‖uSnf‖Lp

∗(dµ) ≤ C‖uf‖Lp(dµ) ∀n ≥ 0 en los extremos del intervalo de convergencia
en media. Tampoco existe si u = 1 y α, β > −1.

Demostración:
Son casos particulares de los teoremas 2.10 y 2.9, respectivamente. Sólo hay que
tener en cuenta que, si α, β ≥ −1/2, (2.10) implica la desigualdad estricta en (2.18).
En los dos casos, las condiciones (2.8)-(2.11) o (2.8)-(2.10) y (2.18) son las que
determinan el intervalo abierto de convergencia en media.

A la vista del corolario 2.11, podemos preguntarnos si, al menos, existe acota-
ción débil restringida en los extremos del intervalo de convergencia en media; es
decir, si se cumple:

a) ‖uSn(u−1χE)‖Lp
∗(dµ) ≤ C‖χE‖Lp(dµ) , ∀E medible, si α, β ≥ −1/2;

b) ‖SnχE‖Lp
∗(dµ) ≤ C‖χE‖Lp(dµ) , ∀E medible, si α, β > −1,

ambas acotaciones cuando p (1 < p < ∞) satisface las desigualdades (2.8)-(2.11),
pero no estrictas. Recordemos que, por teoŕıa de interpolación, la acotación débil
restringida de los operadores (uSn) ◦ u−1 en los extremos de un intervalo implica
su acotación en media para los p intermedios; en consecuencia, no puede existir
acotación débil restringida más que en los extremos del intervalo de convergencia
en media (además de este intervalo).

Esta acotación fue demostrada por Chanillo ([CH]) cuando α = β = 0 (polino-
mios de Legendre) y u = 1 y generalizada en [GPV] para α ≥ β ≥ −1/2, α > −1/2
y u = 1.
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El siguiente lema permite estudiar la acotación débil restringida en uno solo
de los extremos del intervalo de convergencia, puesto que de ella se deducirá la
acotación en el otro extremo.

Lema 2.12. Sea Sn el operador suma parcial enésima del desarrollo de Fourier
con respecto a una medida dµ(x) = w(x) dx sobre R. Sean u un peso, 1 < p < ∞
y 1/p + 1/q = 1. Supongamos que existe una constante C tal que:

‖u−1Sn(uχE)‖Lq
∗(w) ≤ C‖χE‖Lq(w) ∀n, ∀E medible.

Entonces, también existe una constante C tal que:

‖uSn(u−1χE)‖Lp
∗(w) ≤ C‖χE‖Lp(w) ∀n, ∀E medible.

Demostración:
Los operadores (uSn) ◦ u−1 y (u−1Sn) ◦ u son adjuntos con respecto a w, es decir:

(2.19)

∫
R

guSn(u−1f)w =

∫
R

fu−1Sn(ug)w.

En efecto: para cada función h, sean cn(h) los coeficientes de Fourier de h; es decir,

cn(h) =

∫
R

hPnw, Snh =
n∑

k=0

ck(h)Pk,

donde {Pn} son los polinomios ortonormales. Entonces:∫
R

guSn(u−1f)w =
n∑

k=0

ck(u
−1f)

∫
R

guPkw =
n∑

k=0

ck(u
−1f)ck(gu),

lo que, por el mismo camino, es igual a
∫

R fu−1Sn(ug)w.
Sea E un conjunto medible (podemos suponer que 0 <

∫
E

w < ∞). Entonces,
según el lema 2.2:

‖uSn(u−1χE)‖Lp
∗(w) ≤ sup

F

‖χF uSn(u−1χE)‖L1(w)

‖χF‖Lq(w)

,

donde el supremo se toma en todos los conjuntos medibles F de medida w posi-
tiva y finita. Ahora bien, si F es uno de tales conjuntos y definimos G = {x ∈
F ; u(x)Sn(u−1χE, x) > 0} y H = {x ∈ F ; u(x)Sn(u−1χE, x) < 0}, de (2.19) se
deduce:

‖χF uSn(u−1χE)‖L1(w) =

∫
R

χGuSn(u−1χE)w −
∫

R
χHuSn(u−1χE)w =



48 Acotación débil de las series de Fourier

=

∣∣∣∣∫
R

χGuSn(u−1χE)w

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
R

χHuSn(u−1χE)w

∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∫
R

χEu−1Sn(uχG)w

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣∫
R

χEu−1Sn(uχH)w

∣∣∣∣ ≤
≤ ‖χEu−1Sn(uχG)‖L1(w) + ‖χEu−1Sn(uχH)‖L1(w).

De aqúı se llega fácilmente a que:

sup
F

‖χF uSn(u−1χE)‖L1(w)

‖χF‖Lq(w)

≤ C sup
F

‖χEu−1Sn(uχF )‖L1(w)

‖χF‖Lq(w)

.

Aplicando ahora, por este orden, el lema 2.2 y la acotación débil restringida de los
operadores (u−1Sn) ◦ u, resulta:

sup
F

‖χEu−1Sn(uχF )‖L1(w)

‖χF‖Lq(w)

= sup
F

‖χE‖Lp(w)

‖χF‖Lq(w)

‖χEu−1Sn(uχF )‖L1(w)

‖χE‖Lp(w)

≤

≤ C sup
F

‖χE‖Lp(w)

‖χF‖Lq(w)

‖u−1Sn(uχF )‖Lq
∗(w) ≤ C‖χE‖Lp(w),

de donde ‖uSn(u−1χE)‖Lp
∗(w) ≤ C‖χE‖Lp(w) y el lema está probado.

Examinaremos ahora la acotación débil restringida con un peso para una me-
dida de Jacobi, cuando α, β ≥ −1/2. En este caso, el intervalo de convergencia
en media viene determinado por las condiciones (2.8) y (2.10). El resultado es el
siguiente:

Teorema 2.13. Sean α, β ≥ −1/2, w(x) = (1 − x)α(1 + x)β en [−1, 1] y Sn el
operador suma parcial enésima del desarrollo de Fourier con respecto a la medida
dµ(x) = w(x) dx. Sean 1 < p < ∞ y u(x) = (1 − x)a(1 + x)b. Si se verifican las
desigualdades

(2.20) a + (α + 1)(
1

p
− 1

2
) <

1

4
, b + (β + 1)(

1

p
− 1

2
) <

1

4
,

(2.21) a + (α + 1)(
1

p
− 1

2
) ≥ −1

4
, b + (β + 1)(

1

p
− 1

2
) ≥ −1

4
,

entonces existe una constante C tal que

‖uSn(u−1χE)‖Lp
∗(w) ≤ C‖χE‖Lp(w) ∀n, ∀E medible.

Demostración:
Descomponemos el operador Sn en suma de tres operadores, W1,n, W2,n y W3,n,
tal y como se hizo en el teorema 2.9 y, con las hipótesis (2.20) y (2.21), W1,n y
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W3,n están uniformemente débilmente acotados, de manera que sólo hay que ver la
acotación débil restringida uniforme de los operadores W2,n. Estos vienen definidos
por:

W2,n(f, x) = Pn+1(x)

∫ 1

−1

f(t)(1− t2)Qn(t)w(t)

x− t
dt = Pn+1(x)H((1− t2)fQnw, x).

Se trata entonces de demostrar que, si se cumplen (2.20) y (2.21), existe una
constante C tal que

‖uW2,n(u−1χE)‖Lp
∗(w) ≤ C‖χE‖Lp(w)∀n, ∀E medible.

Por la simetŕıa de las condiciones (2.20) y (2.21) respecto de x = ±1, basta probar
la acotación precedente cuando E está contenido en [0, 1). La demostración sigue
el siguiente esquema:

a) ‖χ[−3/4,3/4]uW2,n(u−1χE)‖Lp
∗(w) ≤ C‖χE‖Lp(w) ∀n, ∀E ⊂ [0, 1).

b) ‖χ(−1,−3/4]uW2,n(u−1χE)‖Lp
∗(w) ≤ C‖χE‖Lp(w) ∀n, ∀E ⊂ [0, 1).

c) ‖χ[3/4,1)uW2,n(u−1χE)‖Lp
∗(w) ≤ C‖χE‖Lp(w) ∀n, ∀E ⊂ [0, 1).

En este último apartado, tomaremos una sucesión de intervalos Ik disjuntos, de
manera que

⋃∞
k=2 Ik = [3/4, 1); y, para cada k, hacemos [0, 1) = Jk1 ∪ Jk2 ∪ Jk3,

donde la unión es también disjunta. Por consiguiente,

χ[3/4,1)uW2,n(u−1χE) =
∑

k

χIk
uW2,n(u−1χE) =

∑
k

χIk
uW2,n(u−1χEχJk1

)+

+
∑

k

χIk
uW2,n(u−1χEχJk2

) +
∑

k

χIk
uW2,n(u−1χEχJk3

).

Hay que tener presente que todos estos sumatorios constan, para cada x, de un
solo sumando no nulo. En el apartado c), probaremos:

c1) ‖
∑

k χIk
uW2,n(u−1χEχJk1

)‖Lp
∗(w) ≤ C‖χE‖Lp(w) ∀n, ∀E ⊂ [0, 1).

c2) ‖
∑

k χIk
uW2,n(u−1χEχJk2

)‖Lp
∗(w) ≤ C‖χE‖Lp(w) ∀n, ∀E ⊂ [0, 1).

c3) ‖
∑

k χIk
uW2,n(u−1χEχJk3

)‖Lp
∗(w) ≤ C‖χE‖Lp(w) ∀n, ∀E ⊂ [0, 1).

Usaremos repetidamente las acotaciones:

(2.22)

{
|Pn(x)| ≤ C(1− x)−(2α+1)/4(1 + x)−(2β+1)/4

|Qn(x)| ≤ C(1− x)−(2α+3)/4(1 + x)−(2β+3)/4
∀x ∈ (−1, 1),
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que se deducen de (2.15), teniendo en cuenta que α, β ≥ −1/2.
a) ‖χ[−3/4,3/4]uW2,n(u−1χE)‖Lp

∗(w) ≤ C‖χE‖Lp(w) ∀n, ∀E ⊂ [0, 1):
En [−3/4, 3/4], 1 − x ∼ 1 y 1 + x ∼ 1; aśı que, usando las acotaciones (2.22),
resulta:

‖χ[−3/4,3/4]uW2,n(u−1χE)‖Lp
∗(w) =

= ‖χ[−3/4,3/4](x)u(x)Pn+1(x)H((1− t2)u−1χEQnw, x)‖Lp
∗(w) ≤

≤ C‖χ[−3/4,3/4]H((1− t2)u−1χEQnw)‖Lp((1−x)α(1+x)β) ≤

≤ C‖χ[−3/4,3/4]H((1− t2)u−1χEQnw)‖Lp((1−x)r(1+x)s),

donde podemos elegir r y s como queramos. Si conseguimos que esté acotado el
operador

(2.23) H : Lp((1−x)ap+α−p(2α+1)/4(1+x)bp+β−p(2β+1)/4) −→ Lp((1−x)r(1+x)s),

entonces, como de (2.22) se deduce que:

|(1− x2)u(x)−1Qn(x)w(x)| ≤ C(1− x)1−a−(2α+3)/4+α(1 + x)1−b−(2β+3)/4+β =

= C(1− x)−a+(2α+1)/4(1 + x)−b+(2β+1)/4,

tendremos:
‖χ[−3/4,3/4]H((1− t2)u−1χEQnw)‖Lp((1−x)r(1+x)s) ≤

≤ ‖H((1− t2)u−1χEQnw)‖Lp((1−x)r(1+x)s) ≤

≤ C‖(1− x2)u−1χEQnw‖Lp((1−x)ap+α−p(2α+1)/4(1+x)bp+β−p(2β+1)/4) ≤

≤ C‖χE‖Lp(w),

y habremos acabado.
Para la acotación (2.23) de la transformada de Hilbert, es suficiente con que(

(1− x)r(1 + x)s, (1− x)ap+α−p(2α+1)/4(1 + x)bp+β−p(2β+1)/4
)
∈ Aδ

p((−1, 1))

para algún δ > 1. Esta condición equivale (por los teoremas 1.37 y 1.39) a las
siguientes desigualdades y sus análogas para s, b y β:

r > −1,

ap + α− p(2α + 1)/4 < p− 1,

ap + α− p(2α + 1)/4 ≤ r

La segunda de ellas se cumple:

ap + α− p2α+1
4

< p− 1 ⇔ a + α+1
p

< 2α+5
4

⇔ a + (α + 1)(1
p
− 1

2
) < 3

4
⇐ (2.20).
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Y, para las otras dos, basta tomar r suficientemente grande.
b) ‖χ(−1,−3/4]uW2,n(u−1χE)‖Lp

∗(w) ≤ C‖χE‖Lp(w) ∀n, ∀E ⊂ [0, 1):
Puesto que E ⊂ [0, 1), |χ(−1,−3/4](x)u(x)W2,n(u−1χE, x)| =

=

∣∣∣∣χ(−1,−3/4](x)u(x)Pn+1(x)

∫ 1

−1

u(t)−1χE(t)(1− t2)Qn(t)w(t)

x− t
dt

∣∣∣∣ ≤
≤ Cχ(−1,−3/4](x)u(x) |Pn+1(x)|

∫ 1

−1

(1− t)−a+1−(2α+3)/4χE(t)w(t) dt ≤

≤ Cχ(−1,−3/4](x)u(x) |Pn+1(x)| ‖(1− t)−a+1−(2α+3)/4‖Lq(w)‖χE‖Lp(w) ≤

≤ C‖χE‖Lp(w)χ(−1,−3/4](x)u(x) |Pn+1(x)| ;

este último paso se debe a que [−a + 1− (2α + 3)/4]q + α + 1 > 0:

[−a + 1− (2α + 3)/4]q + α + 1 > 0 ⇔ −a + (1− 2α)/4 + (α + 1)(1− 1/p) > 0 ⇔

⇔ −a + (α + 1)(1/2− 1/p) + 3/4 > 0 ⇔ a + (α + 1)(1/p− 1/2) < 3/4 ⇐ (2.20).

Por consiguiente, aplicando lo anterior y (2.22) se tiene:

‖χ(−1,−3/4]uW2(u
−1χE)‖Lp

∗(w) ≤ C‖χE‖Lp(w)‖χ(−1,−3/4]uPn+1‖Lp
∗(w) ≤

≤ C‖χE‖Lp(w)‖χ(−1,−3/4](1 + x)b−(2β+1)/4‖Lp
∗((1+x)β).

Pero ‖χ(−1,−3/4](1 + x)b−(2β+1)/4‖Lp
∗((1+x)β) < +∞: según el lema 2.7, sólo hay que

comprobar que [b− (2β + 1)/4]p + β + 1 ≥ 0;

[b− 2β+1
4

]p + β + 1 ≥ 0 ⇔ b + β+1
p
≥ 2β+1

4
⇔ b + (β + 1)(1

p
− 1

2
) ≥ −1

4
⇐ (2.21).

En consecuencia, ‖χ(−1,−3/4]uW2,n(u−1χE)‖Lp
∗(w) ≤ C‖χE‖Lp(w) ∀n, ∀E ⊂ [0, 1),

como queŕıamos demostrar.
c) ‖χ[3/4,1)uW2,n(u−1χE)‖Lp

∗(w) ≤ C‖χE‖Lp(w) ∀n, ∀E ⊂ [0, 1); para seguir con el
esquema antes expuesto, definimos los siguientes intervalos:

Ik = [1− 2−k, 1− 2−k−1), Jk1 = [0, 1− 2−k+1),

Jk2 = [1− 2−k+1, 1− 2−k−2), Jk3 = [1− 2−k−2, 1)

(k = 2, 3, . . . ).

Evidentemente, se tiene que
⋃∞

k=2 Ik = [3/4, 1) y, para cada k, [0, 1) = Jk1 ∪ Jk2 ∪
Jk3; y las uniones son disjuntas en los dos casos.
No es dif́ıcil comprobar las siguientes propiedades:

(2.24) ∀k, ∀x ∈ Ik 1− x ∼ 2−k.
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� -

� - � -

� - � -

� -

� -

� -

0 3/4
1

Jk1

Jk2

Jk3

Ik 2−k−2

2−k−1

2−k

2−k+1

(2.25) ∀k, ∀t ∈ Jk2 1− t ∼ 2−k.

(2.26) ∀k, ∀x ∈ Ik, ∀t ∈ Jk1 2−k+1 ≤ 1− t ≤ 2(x− t) ≤ 2(1− t).

(2.27) ∀k, ∀x ∈ Ik, ∀t ∈ Jk3 1− t ≤ 2−k−2 ≤ t− x ≤ 2−k.

c1) ‖
∑

k χIk
uW2,n(u−1χEχJk1

)‖Lp
∗(w) ≤ C‖χE‖Lp(w) ∀n, ∀E ⊂ [0, 1):

χIk
(x)u(x)W2,n(u−1χEχJk1

, x) = χIk
(x)u(x)Pn+1(x)H((1− t2)u−1χEχJk1

Qnw, x);

según (2.26), x ∈ Ik ⇒ |H((1− t2)u−1χEχJk1
Qnw, x)| =

=

∣∣∣∣∫ 1

−1

(1− t2)u(t)−1χE(t)χJk1
(t)Qn(t)w(t)

x− t
dt

∣∣∣∣ ≤ C

∫ 1

−1

u−1χEχJk1
|Qn|w =

= ‖u−1χEχJk1
Qn‖L1(w) ≤ C‖χE‖Lp(w)‖u−1χJk1

Qn‖Lq
∗(w);

la última desigualdad se deduce del lema 2.2 o de propiedades de los espacios de
Lorentz. Ahora bien, por ser 1 + t ∼ 1 en Jk1 y por (2.22), (2.21), (2.24) y el
lema 2.7,

‖u−1χJk1
Qn‖Lq

∗(w) ≤ C‖χJk1
(1− t)−(α+1)/q(1− t)(α+1)/q−a−(2α+3)/4‖Lq

∗((1−t)α) ≤

≤ C(1− x)(α+1)/q−a−(2α+3)/4‖χJk1
(1− t)−(α+1)/q‖Lq

∗((1−t)α) =

= C(1− x)(α+1)/q−a−(2α+3)/4.

Por consiguiente, x ∈ Ik ⇒ |H((1− t2)u−1χEχJk1
Qnw, x)| ≤

≤ C‖χE‖Lp(w)(1− x)(α+1)/q−a−(2α+3)/4;
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teniendo en cuenta de nuevo (2.22) y que el sumatorio consta en realidad de un
solo sumando, resulta:∣∣∣∣∣∑

k

χIk
(x)u(x)W2,n(u−1χEχJk1

, x)

∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∑
k

χIk
(x)u(x)Pn+1(x)H((1− t2)u−1χEχJk1

Qnw, x)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ C(1− x)a(1− x)−(2α+1)/4‖χE‖Lp(w)(1− x)(α+1)/q−a−(2α+3)/4 =

= C‖χE‖Lp(w)(1− x)(α+1)/q−(α+1) = C‖χE‖Lp(w)(1− x)−(α+1)/p.

Aplicando el lema 2.7, se tiene, finalmente:

‖
∑

k

χIk
uW2,n(u−1χEχJk1

)‖Lp
∗(w) ≤ C‖χE‖Lp(w)‖(1− x)−(α+1)/p‖Lp

∗(w) ≤

≤ C‖χE‖Lp(w).

Con esto, queda demostrado el apartado c1).
c2) ‖

∑
k χIk

uW2,n(u−1χEχJk2
)‖Lp

∗(w) ≤ C‖χE‖Lp(w) ∀n, ∀E ⊂ [0, 1): sea k ≥ 2;
por (2.22) y (2.24),

‖χIk
uW2,n(u−1χEχJk2

)‖Lp
∗(w) = C‖χIk

uPn+1H((1− t2)u−1χEχJk2
Qnw)‖Lp

∗(w) ≤

≤ C‖χIk
(1− x)a−(2α+1)/4H((1− t2)u−1χEχJk2

Qnw, x)‖Lp
∗((1−x)α) ≤

≤ C(2−k)a−(2α+1)/4+α/p‖χIk
H((1− t2)u−1χEχJk2

Qnw, x)‖Lp
∗(dx) ≤

≤ C(2−k)a−(2α+1)/4+α/p‖H((1− t2)u−1χEχJk2
Qnw, x)‖Lp(dx).

Debido a que la transformada de Hilbert es un operador acotado en Lp(dx), esta
última expresión se puede acotar por:

C(2−k)a−(2α+1)/4+α/p‖(1− x2)u−1χEχJk2
Qnw‖Lp(dx);

y, por (2.25) y (2.22), esta se acota, a su vez, por:

C‖(1− x)a−(2α+1)/4+α/p(1− x2)u−1χEχJk2
Qnw‖Lp(dx) ≤

≤ C‖(1− x)α/pχEχJk2
‖Lp(dx) ≤ C‖χEχJk2

‖Lp(w).

Por lo tanto, ‖χIk
uW2,n(u−1χEχJk2

)‖Lp
∗(w) ≤ C‖χEχJk2

‖Lp(w).
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Gracias a que las funciones χIk
uW2,n(u−1χEχJk2

) son de soporte disjunto, se cum-
ple:

‖
∑

k

χIk
uW2,n(u−1χEχJk2

)‖p
Lp(w) ≤

∑
k

‖χIk
uW2,n(u−1χEχJk2

)‖p
Lp(w).

Y, aplicando sucesivamente la desigualdad anterior y que
∑

k χJk2
≤ 3, esta expre-

sión se puede acotar por:

C
∑

k

‖χEχJk2
‖p

Lp(w) = C‖
∑

k

χEχJk2
‖p

Lp(w) ≤ C‖χE‖p
Lp(w).

Es decir:
‖
∑

k

χIk
uW2,n(u−1χEχJk2

)‖p
Lp(w) ≤ C‖χE‖p

Lp(w)

y se cumple c2).
c3) ‖

∑
k χIk

uW2,n(u−1χEχJk3
)‖Lp

∗(w) ≤ C‖χE‖Lp(w) ∀n, ∀E ⊂ [0, 1):
Sea k ≥ 2; por (2.27), el lema 2.2 y (2.22), resulta:

x ∈ Ik ⇒ |H((1− t2)u−1χEχJk3
Qnw, x)| ≤

≤
∫ 1

−1

(1− t2)u(t)−1χE(t)χJk3
(t)|Qn(t)|w(t)

|x− t|
dt ≤

≤ C2k

∫ 1

−1

(1− t2)u(t)−1χE(t)χJk3
(t)|Qn(t)|w(t) dt ≤

≤ C2k‖χEχJk3
u−1(1− t)Qn‖L1(w) ≤ C2k‖χE‖Lp(w)‖χJk3

u−1(1− t)Qn‖Lq
∗(w) ≤

≤ C2k‖χE‖Lp(w)‖(1− t)−a+1−(2α+3)/4χJk3
‖Lq

∗((1−t)α).

Calculemos ahora la norma ‖(1 − t)−a+1−(2α+3)/4χJk3
‖Lq

∗((1−t)α) , mediante el le-
ma 2.7, teniendo en cuenta que Jk3 = [1− 2−k−2, 1):

[−a + 1− (2α + 3)/4]q + α + 1 ≥ 0 ⇔ a + (2α− 1)/4 + (α + 1)(−1/q) ≤ 0 ⇔

⇔ a+(2α−1)/4+(α+1)(1/p−1) ≤ 0 ⇔ a+(α+1)(1/p−1/2)−3/4 ≤ 0 ⇐ (2.20);

por el citado lema,

‖(1− t)−a+1−(2α+3)/4χJk3
‖Lq

∗((1−t)α) = C(2−k)−a+1−(2α+3)/4+(α+1)/q.

Es decir:
x ∈ Ik ⇒ |H((1− t2)u−1χEχJk3

Qnw, x)| ≤

≤ C(2−k)−a−(2α+3)/4+(α+1)/q‖χE‖Lp(w) = C(2−k)−a+(2α+1)/4−(α+1)/p‖χE‖Lp(w) ≤
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≤ C(1− x)−a+(2α+1)/4−(α+1)/p‖χE‖Lp(w),

por ser 1/p + 1/q = 1 y por (2.24). Por lo tanto, utilizando (2.22):

|χIk
(x)u(x)W2,n(u−1χEχJk3

, x)| =

= |χIk
(x)u(x)Pn+1(x)H((1− t2)u−1χEχJk3

Qnw, x)| ≤

≤ CχIk
(1− x)−(α+1)/p‖χE‖Lp(w);

o, lo que es lo mismo (los intervalos Ik son disjuntos):

|
∑

k

χIk
(x)u(x)W2,n(u−1χEχJk3

, x)| ≤ Cχ[3/4,1)(1− x)−(α+1)/p‖χE‖Lp(w);

el lema 2.7 proporciona ahora la acotación c3).

Con esto, el teorema queda demostrado.

El teorema 2.13 afirma que existe acotación débil restringida, con un peso, en
el extremo superior del intervalo de convergencia en media. El lema 2.12 permite
establecer el mismo resultado para el extremo inferior:

Corolario 2.14. Sean α, β ≥ −1/2, w(x) = (1 − x)α(1 + x)β en [−1, 1] y Sn el
operador suma parcial enésima del desarrollo de Fourier con respecto a la medida
dµ(x) = w(x) dx. Sean 1 < p < ∞ y u(x) = (1 − x)a(1 + x)b. Si se verifican las
desigualdades

a + (α + 1)(
1

p
− 1

2
) ≤ 1

4
, b + (β + 1)(

1

p
− 1

2
) ≤ 1

4
,

a + (α + 1)(
1

p
− 1

2
) > −1

4
, b + (β + 1)(

1

p
− 1

2
) > −1

4
,

entonces existe una constante C tal que

‖uSn(u−1χE)‖Lp
∗(w) ≤ C‖χE‖Lp(w) ∀n, ∀E medible.

Demostración:

Es fácil comprobar que con estas hipótesis existe, por el teorema 2.13, una cons-
tante C tal que

‖u−1Sn(uχE)‖Lq
∗(w) ≤ C‖χE‖Lq(w) ∀n, ∀E medible;

basta ahora aplicar el lema 2.12.
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En el teorema 2.13, la condición α, β ≥ −1/2 se impone para asegurar las aco-
taciones uniformes (2.22) de los polinomios Pn; en el caso α < −1/2 o β < −1/2,
dichas acotaciones no son ciertas y es preciso usar las estimaciones no unifor-
mes (2.15). No obstante, podemos repetir la demostración del teorema 2.13, al
menos cuando u = 1. En este caso, si 1 < p < ∞, existe convergencia en media si
y sólo si:

(α + 1)(
1

p
− 1

2
) <

1

4
, (β + 1)(

1

p
− 1

2
) <

1

4
,

(α + 1)(
1

p
− 1

2
) > −1

4
, (β + 1)(

1

p
− 1

2
) > −1

4
.

Cuando máx{α, β} > −1/2, el intervalo de convergencia no resulta (1, +∞) y
será entonces cuando nuestro resultado implique la acotación débil restringida en
los extremos de dicho intervalo. El siguiente lema es simplemente un resultado
auxiliar, necesario en la demostración del teorema posterior.

Lema 2.15. Sean α > −1, 1 < p < ∞, 1/p + 1/q = 1, 0 < r < 1, n ∈ N; supon-
gamos que se cumple: (α + 1)(1

p
− 1

2
) < 1

4
. Existe una constante C, independiente

de r y de n, tal que

‖(1−t)(1−t+n−2)−(2α+3)/4χ(r,1)(t)‖Lq
∗((1−t)α) ≤ C(1−r)1−(α+1)/p(1−r+n−2)(2α+1)/4.

Demostración:
Distinguimos varios casos, según los valores de α, r y n.
a) si α ≥ −1/2.
Como −(2α + 3)/4 < 0, (1− t + n−2)−(2α+3)/4 ≤ (1− t)−(2α+3)/4 ; entonces:

‖(1− t)(1− t + n−2)−(2α+3)/4χ(r,1)(t)‖Lq
∗((1−t)α) ≤ ‖(1− t)(1−2α)/4χ(r,1)(t)‖Lq

∗((1−t)α);

Ahora,
q(1− 2α)/4 + α > −1 ⇔ (1− 2α)/4 + α/q > −1/q ⇔

⇔ (1− 2α)/4 + α(1− 1/p) > 1/p− 1 ⇔

⇔ (1− 2α)/4 > (α + 1)(1/p− 1) ⇔ 3/4 > (α + 1)(1/p− 1/2),

lo cual es cierto, por hipótesis. Por lo tanto, usando el lema 2.7,

‖(1− t)(1−2α)/4χ(r,1)(t)‖Lq
∗((1−t)α) ≤ ‖(1− t)(1−2α)/4χ(r,1)(t)‖Lq((1−t)α) =

= C(1− r)(1−2α)/4+(α+1)/q = C(1− r)1+(2α+1)/4−(α+1)/p ≤

≤ C(1− r)1−(α+1)/p(1− r + n−2)(2α+1)/4.

b) si α < −1/2 y 1− r ≤ n−2.
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Como −(2α + 3)/4 < 0, (1 − t + n−2)−(2α+3)/4 ≤ (n−2)−(2α+3)/4 ; luego, por el
lema 2.7:

‖(1− t)(1− t + n−2)−(2α+3)/4χ(r,1)(t)‖Lq
∗((1−t)α) ≤

≤ (n−2)−(2α+3)/4‖(1− t)χ(r,1)(t)‖Lq
∗((1−t)α) ≤ C(n−2)−(2α+3)/4(1− r)1+(α+1)/q.

Pero 1−r ≤ n−2 ⇒ 1−r+n−2 ≤ 2n−2 ⇒ (n−2)−(2α+3)/4 ≤ C(1−r+n−2)−(2α+3)/4,
aśı que de lo anterior se sigue que:

‖(1− t)(1− t + n−2)−(2α+3)/4χ(r,1)(t)‖Lq
∗((1−t)α) ≤

≤ C(1− r + n−2)−(2α+3)/4(1− r)1+(α+1)/q =

= C(1− r + n−2)−(2α+3)/4(1− r)1−(α+1)/p(1− r)α+1 ≤

≤ C(1− r + n−2)−(2α+3)/4(1− r)1−(α+1)/p(1− r + n−2)α+1 =

= C(1− r + n−2)(2α+1)/4(1− r)1−(α+1)/p.

c) si α < −1/2 y n−2 ≤ 1− r.
Teniendo en cuenta que 1− 2α ≥ 0 y que t ∈ (r, 1) ⇒ 1− t ≤ 1− r, resulta:

‖(1− t)(1− t + n−2)−(2α+3)/4χ(r,1)(t)‖Lq
∗((1−t)α) ≤

≤ ‖(1− t + n−2)(1−2α)/4χ(r,1)(t)‖Lq
∗((1−t)α) ≤

≤ (1− r + n−2)(1−2α)/4‖χ(r,1)(t)‖Lq
∗((1−t)α) ≤ C(1− r + n−2)(1−2α)/4(1− r)(α+1)/q =

= C(1− r + n−2)(2α+1)/4(1− r + n−2)−α(1− r)α(1− r)1−(α+1)/p ≤

≤ C(1− r + n−2)(2α+1)/4(1− r)1−(α+1)/p.

Este último paso se debe a que

n−2 ≤ 1− r ⇒ (1− r + n−2)−α(1− r)α =

(
1 +

n−2

1− r

)−α

≤ C.

Con este, quedan estudiados todos los casos posibles y demostrado el lema.

Teorema 2.16. Sean α, β > −1, w(x) = (1 − x)α(1 + x)β en [−1, 1] y Sn el
operador suma parcial enésima del desarrollo de Fourier con respecto a la medida
dµ(x) = w(x) dx. Sea 1 < p < ∞. Si se verifican las desigualdades

(α + 1)(
1

p
− 1

2
) <

1

4
, (β + 1)(

1

p
− 1

2
) <

1

4
,

(α + 1)(
1

p
− 1

2
) ≥ −1

4
, (β + 1)(

1

p
− 1

2
) ≥ −1

4
,
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entonces existe una constante C tal que

‖Sn(χE)‖Lp
∗(w) ≤ C‖χE‖Lp(w) ∀n, ∀E medible.

Demostración:
Podemos repetir la demostración del teorema 2.13, con pequeños cambios, que se
deben a que no tenemos la cota uniforme (2.22) de los polinomios Pn, aunque
śı la de los polinomios Qn, puesto que estos son ortonormales con respecto a (1−
x)α+1(1 + x)β+1 dx y tanto α + 1 como β + 1 son mayores que −1/2. Para los
polinomios Pn utilizamos las cotas (2.15). Los apartados a) y b) no vaŕıan apenas.
En cuanto al resto:
c1) ‖

∑
k χIk

W2,n(χEχJk1
)‖Lp

∗(w) ≤ C‖χE‖Lp(w) ∀n, ∀E ⊂ [0, 1):
Procediendo como en el teorema 2.13, llegamos a que:

x ∈ Ik ⇒
∣∣H((1− t2)χEχJk1

Qnw, x)
∣∣ ≤ C‖χE‖Lp(w)(1− x + n−2)(α+1)/q−(2α+3)/4.

Luego: ∣∣∣∣∣∑
k

χIk
(x)W2,n(χEχJk1

, x)

∣∣∣∣∣ ≤
≤ C(1− x + n−2)−(2α+1)/4‖χE‖Lp(w)(1− x + n−2)(α+1)/q−(2α+3)/4 =

= C(1− x + n−2)−(α+1)/p‖χE‖Lp(w) ≤ C(1− x)−(α+1)/p‖χE‖Lp(w),

de donde se deduce c1), como en el teorema 2.13.
c2) ‖

∑
k χIk

W2,n(χEχJk2
)‖Lp

∗(w) ≤ C‖χE‖Lp(w) ∀n, ∀E ⊂ [0, 1): sea k ≥ 2; por
(2.15) y (2.24), se tiene:

‖χIk
W2,n(χEχJk2

)‖Lp
∗(w) ≤

≤ C(2−k + n−2)−(2α+1)/4(2−k)α/p‖H((1− t2)χEχJk2
Qnw, x)‖Lp(dx).

Por la acotación de la transformada de Hilbert en Lp(dx), esta última expresión
está mayorada por:

C(2−k + n−2)−(2α+1)/4(2−k)α/p‖(1− x2)χEχJk2
Qnw‖Lp(dx);

y, por (2.25) y (2.22) (para los polinomios Qn), esta se acota, a su vez, por:

C(2−k + n−2)−(2α+1)/4‖(1− x)α/p(1− x2)χEχJk2
Qnw‖Lp(dx) ≤

≤ C(2−k + n−2)−(2α+1)/4(2−k)1+α(2−k + n−2)−(2α+3)/4‖(1− x)α/pχEχJk2
‖Lp(dx) ≤

≤ C(2−k + n−2)−(α+1)(2−k)α+1‖χEχJk2
‖Lp(w) ≤ C‖χEχJk2

‖Lp(w).
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Por lo tanto,
‖χIk

W2,n(χEχJk2
)‖Lp

∗(w) ≤ C‖χEχJk2
‖Lp(w).

A partir de esta desigualdad se demuestra la acotación c2), como en el teorema 2.13.
c3) ‖

∑
k χIk

W2,n(χEχJk3
)‖Lp

∗(w) ≤ C‖χE‖Lp(w) ∀n, ∀E ⊂ [0, 1):
Siguiendo la demostración del teorema 2.13, obtenemos:

x ∈ Ik ⇒ |H((1− t2)χEχJk3
Qnw, x)| ≤

≤ C2k‖χE‖Lp(w)‖(1− t)(1− t + n−2)−(2α+3)/4χJk3
‖Lq

∗((1−t)α).

Por el lema 2.15,

‖(1− t)(1− t + n−2)−(2α+3)/4χJk3
‖Lq

∗((1−t)α) ≤ C(2−k)1−(α+1)/p(2−k + n−2)(2α+1)/4,

de donde se sigue, mediante (2.15) y (2.24):

|
∑

k

χIk
(x)W2,n(χEχJk3

, x)| ≤ Cχ[3/4,1)(1− x)−(α+1)/p‖χE‖Lp(w)

y se llega a la acotación c3).
Con esto, el teorema queda demostrado.

De nuevo, del teorema anterior se deduce el mismo resultado para el extremo
inferior del intervalo de convergencia en media:

Corolario 2.17. Sean α, β > −1, w(x) = (1 − x)α(1 + x)β en [−1, 1] y Sn el
operador suma parcial enésima del desarrollo de Fourier con respecto a la medida
dµ(x) = w(x) dx. Sea 1 < p < ∞. Si se verifican las desigualdades

(α + 1)(
1

p
− 1

2
) ≤ 1

4
, (β + 1)(

1

p
− 1

2
) ≤ 1

4
,

(α + 1)(
1

p
− 1

2
) > −1

4
, (β + 1)(

1

p
− 1

2
) > −1

4
,

entonces existe una constante C tal que

‖Sn(χE)‖Lp
∗(w) ≤ C‖χE‖Lp(w) ∀n, ∀E medible.



§2. Comportamiento débil de las series de Bessel

El segundo sistema ortogonal que vamos a considerar es el de Bessel, {jn},
descrito en el primer caṕıtulo. Según vimos, se trata, como el de Jacobi, de un
sistema ortogonal sobre un intervalo compacto (en este caso, [0, 1]); la medida con
respecto a la que es un sistema ortogonal es x dx. Pero, a diferencia del de Jacobi,
no está constituido por polinomios. Las expresiones necesarias para el estudio de
la convergencia en media, en particular la descomposición de Pollard del núcleo,
no se deducen entonces de una teoŕıa general, sino que fueron obtenidas de forma
particular por Wing ([Wi]) y Benedek y Panzone ([BP 1]).

Otra de las muchas propiedades de que no disponemos, en principio, es el
teorema 1.11, de Máté, Nevai y Totik, a partir del cual se deducen condiciones
necesarias para la convergencia en media y para la débil, como vimos en el apartado
anterior. Por fortuna, también esto ha sido obtenido de manera particular para el
sistema de Bessel, por Varona ([V], teorema 5.15), en un resultado que puede
formularse de la siguiente manera (a partir de ahora, mientras no se indique lo
contrario, todas las integrales se consideran sobre el intervalo (0, 1)):

Lema 2.18. Sea α > −1 y Jα la función de Bessel de orden α. Sean 1 ≤ p <
+∞, g una función medible y {rn} una sucesión de términos no negativos, con
ĺımn→∞ rn = +∞. Entonces:

‖x−1/2‖Lp(|g|p dx) ≤ C lim
n→∞

‖r1/2
n Jα(rnx)‖Lp(|g|p dx),

donde C es una constante que no depende de g ni de {rn}.

Observación 2.19. En la demostración del citado teorema 5.15 de [V] se prueba
la desigualdad anterior cuando rn = αn, siendo {αn} los ceros de Jα en orden
creciente. Pero la única propiedad que se utiliza de {αn} es que ĺımn→∞ αn = +∞.

Mediante el uso de la teoŕıa de pesos Ap, por un lado, y de este lema, por otro,
Varona encontró (véase [V], cap. V) condiciones suficientes y necesarias para la
acotación

‖Snf‖Lp(upx dx) ≤ C‖f‖Lp(vpx dx),

donde

u(x) = xa(1− x)b

m∏
k=1

|x− xk|bk , v(x) = xA(1− x)B

m∏
k=1

|x− xk|Bk ,

con 0 < x1 < . . . < xm < 1, A ≤ a, B ≤ b, Bk ≤ bk y 1 < p < ∞, y donde Sn es la
suma parcial enésima de la serie de Fourier con respecto al sistema de Bessel {jn}
de orden α.

60
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Esas condiciones son, como ya vimos en el primer caṕıtulo:∣∣∣∣1p − 1

2
+

a

4
+

A

4

∣∣∣∣ < a− A

4
+ mı́n{1

4
,
α + 1

2
},

pb > −1, pB < p− 1, pbk > −1, pBk < p− 1 ∀k.

El intervalo de acotación en media es, por lo tanto, abierto y podemos plantear
de nuevo el problema de la acotación débil, con un peso, en los extremos de
dicho intervalo. Aunque el resultado anterior es válido para cualquier α > −1,
nos limitaremos a partir de ahora al caso α ≥ −1/2, debido a que entonces las
funciones de Bessel admiten la cota |Jα(x)| ≤ Cx−1/2 ∀x > 0 (recordemos que
jn(x) = 21/2|Jα+1(αn)|−1Jα(αnx) , donde {αn} son los ceros de Jα en orden cre-
ciente). Supondremos también desde ahora que u es un peso que viene dado por:

(2.28) u(x) = xa(1− x)b

m∏
k=1

|x− xk|bk , con 0 < x1 < . . . < xm < 1.

De esta manera, mı́n{1/4, (α + 1)/2} = 1/4 y las condiciones para

‖Snf‖Lp(upx dx) ≤ C‖f‖Lp(upx dx)

son:
1

p
<

3

4
− a

2
,

1

p
< 1− b,

1

p
< 1− bk ∀k;

1

p
>

1

4
− a

2
,

1

p
> −b,

1

p
> −bk ∀k.

Vamos a demostrar que estas desigualdades son necesarias también para la aco-
tación débil. El procedimiento es similar al utilizado para las series de Jacobi en
la primera parte de este caṕıtulo: suponiendo que alguna de las desigualdades no
es estricta, descompondremos cada operador Sn en suma de varios, aprovechando
la citada expresión del núcleo de Wing y Benedek-Panzone; de estos sumandos,
probaremos, siguiendo las demostraciones empleadas para la acotación fuerte, que
todos menos uno están débilmente acotados uniformemente en n; finalmente, ve-
remos que el restante operador no está uniformemente acotado. Para ello, necesi-
taremos el siguiente lema, versión débil del lema 2.18 y que se deduce de él como
el lema 2.3 del teorema 1.11:

Lema 2.20. Sea α > −1 y Jα la función de Bessel de orden α. Sean 1 ≤ p <
+∞, g y h funciones medibles y {rn} una sucesión de términos no negativos, con
ĺımn→∞ rn = +∞. Entonces:

‖hx−1/2‖Lp
∗(|g|p dx) ≤ C lim

n→∞
‖hr1/2

n Jα(rnx)‖Lp
∗(|g|p dx),

donde C es una constante que no depende de g y h ni de {rn}.
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Un primer resultado es:

Proposición 2.21. Sea α ≥ −1/2, 1 < p < ∞ y u un peso del tipo (2.28). Si
existe una constante C > 0 tal que

‖Snf‖Lp
∗(upx dx) ≤ C‖f‖Lp(upx dx) ∀f, ∀n,

entonces se cumplen las desigualdades siguientes:

(2.29)
1

p
<

3

4
− a

2
,

1

p
< 1− b,

1

p
< 1− bk ∀k;

(2.30)
1

p
≥ 1

4
− a

2
,

1

p
> −b,

1

p
> −bk ∀k.

Demostración:
Podemos repetir la demostración del lema 2.1 para nuestro sistema de Bessel (en
realidad, es válido para cualquier sistema ortonormal: no es necesario que esté for-
mado por polinomios) y concluir que la acotación débil implica:

‖jn‖Lq(u−qx dx)‖jn‖Lp
∗(upx dx) ≤ C ∀n ≥ 0,

donde, como siempre, 1/q + 1/p = 1. Si ahora tenemos en cuenta que, de acuerdo
con (1.31),

jn(x) = CnJα(αnx), donde ĺım
n→∞

Cn/[(παn)1/2] = 1,

entonces se sigue que

‖α1/2
n Jα(αnx)‖Lq(u−qx dx)‖α1/2

n Jα(αnx)‖Lp
∗(upx dx) ≤ C ∀n ≥ 0.

Podemos aplicar a esta desigualdad los lemas 2.18 y 2.20, puesto que ĺımn→∞ αn =
+∞. Entonces, tomando ĺımites inferiores, deducimos que

‖x−1/2‖Lq(u−qx dx)‖x−1/2‖Lp
∗(upx dx) ≤ C,

es decir:
x−1/2 ∈ Lq(u−qx dx)

y
x−1/2 ∈ Lp

∗(u
px dx).

La primera de estas condiciones equivale, según (2.28), a:

(2.31) −q/2− aq + 1 > −1; −bq > −1; −bkq > −1 ∀k.
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Y la segunda, de acuerdo también con el lema 2.7, a:

(2.32) −p/2 + ap + 1 ≥ −1; bp > −1; bkp > −1 ∀k.

Las dos desigualdades estrictas se deben a que

x−1/2 ∈ Lp
∗(u

px dx) ⇒ 1 ∈ Lp
∗(u

px dx) ⇔ 1 ∈ Lp(upx dx).

Examinemos (2.31):

−q/2− aq + 1 > −1 ⇔ −1/2− a > −2(1− 1/p) ⇔ 1/p < 3/4− a/2.

−bq > −1 ⇔ −b > 1/p− 1 ⇔ 1/p < 1− b;

y lo mismo con bk.
Luego se cumple (2.29). Las desigualdades (2.30) se deducen de (2.32), con lo que
la proposición está probada.

Lo que nos queda por ver es que si se tiene la acotación ‖Snf‖Lp
∗(upx dx) ≤

C‖f‖Lp(upx dx) ∀f , ∀n y, por lo tanto, se verifican (2.29) y (2.30), no puede darse
la igualdad 1/p = 1/4− a/2. Para ello tenemos que descomponer adecuadamente
los operadores Sn. Como vimos en el primer caṕıtulo,

Snf(x) =

∫ 1

0

Kn(x, y)f(y)y dy,

con

Kn(x, y) = Jα(Mnx)Jα+1(Mny)
Mn

2(y − x)
+ Jα(Mny)Jα+1(Mnx)

Mn

2(x− y)
+

+Jα(Mnx)Jα+1(Mny)
Mn

2(y + x)
+ Jα(Mny)Jα+1(Mnx)

Mn

2(x + y)
+O(1)

(xy)−1/2

2− x− y
+

+O(1)(xy)α =
MnJα(Mnx)Jα+1(Mny)y

y2 − x2
+

MnJα(Mny)Jα+1(Mnx)x

x2 − y2
+

+O(1)
(xy)−1/2

2− x− y
+O(1)(xy)α.

Además, Mn −→ +∞. Definamos los cuatro operadores:

W1,nf(x) =

∫ 1

0

MnJα(Mnx)Jα+1(Mny)y

y2 − x2
f(y)y dy =

=

∫ 1

0

MnJα(Mnx)Jα+1(Mny)y2

y2 − x2
f(y) dy,
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W2,nf(x) =

∫ 1

0

MnJα(Mny)Jα+1(Mnx)xy

x2 − y2
f(y) dy;

W3f(x) =

∫ 1

0

(xy)−1/2

2− x− y
f(y)y dy =

∫ 1

0

x−1/2y1/2

2− x− y
f(y) dy;

W4f(x) =

∫ 1

0

(xy)αf(y)y dy =

∫ 1

0

xαyα+1f(y) dy.

Entonces, Snf = W1,nf + W2,nf +O(1)W3f +O(1)W4f . Bastará ver que con las
hipótesis (2.29) y (2.30), W2,n, W3 y W4 están uniformemente acotados débilmente,
pero que los operadores W1,n no lo están si 1/p = 1/4 − a/2. Usaremos repetida-
mente las siguientes equivalencias, que hemos comprobado en el transcurso de la
última demostración:

(2.33) x−1/2 ∈ Lq(u−qx dx) ⇔ (2.29);

(2.34) x−1/2 ∈ Lp
∗(u

px dx) ⇔ (2.30).

Empezamos por W4:

Proposición 2.22. Si α ≥ −1/2, 1 < p < ∞ y se cumplen (2.29) y (2.30),
entonces existe una constante C > 0 tal que

‖W4f‖Lp
∗(upx dx) ≤ C‖f‖Lp(upx dx) ∀f.

Demostración:

W4f(x) =

∫ 1

0

xαyα+1f(y) dy = xα

∫ 1

0

yαf(y)y dy.

Por la desigualdad de Hölder,∣∣∣∣∫ 1

0

yαf(y)y dy

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖Lp(upy dy)‖yα‖Lq(u−qy dy).

Como α ≥ −1/2, ‖yα‖Lq(u−qy dy) ≤ ‖y−1/2‖Lq(u−qy dy) < ∞, en virtud de (2.33).
Luego

‖W4f‖Lp
∗(upx dx) ≤ C‖f‖Lp(upx dx)‖xα‖Lp

∗(upx dx).

Asimismo, por (2.34), ‖xα‖Lp
∗(upx dx) ≤ ‖x−1/2‖Lp

∗(upx dx) < ∞ y, como queŕıamos
probar,

‖W4f‖Lp
∗(upx dx) ≤ C‖f‖Lp(upx dx).

Para estudiar el sumando W3 necesitamos el siguiente resultado (véase [V],
lema 5.2) sobre el operador similar a la transformada de Hilbert que aparece en su
definición:
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Lema 2.23. Sean U y V dos pesos en (0, 1), 1 < p < ∞. Para que el operador

Jf(x) =
∫ 1

0
f(y)

2−x−y
dy esté acotado de Lp((0, 1), V dx) en Lp((0, 1), U dx), basta con

que, para algún d ∈ (0, 1) y algún δ > 1,

a) (U, V ) ∈ Aδ
p(d, 1)

b)
∫ d

0
U(x)δ dx < ∞,

∫ d

0
V (x)−δ/(p−1) dx < ∞.

Proposición 2.24. Si α ≥ −1/2, 1 < p < ∞ y se cumplen (2.29) y (2.30),
entonces existe una constante C > 0 tal que

‖W3f‖Lp
∗(upx dx) ≤ C‖f‖Lp(upx dx) ∀f.

Demostración:
Si J es el operador del lema,

W3f(x) =

∫ 1

0

x−1/2y1/2

2− x− y
f(y) dy = x−1/2J(y1/2f(y), x),

aśı que

‖W3f‖Lp
∗(upx dx) ≤ C‖f‖Lp(upx dx) ∀f ⇔

⇔ ‖x−1/2J(y1/2f(y), x)‖Lp
∗(upx dx) ≤ C‖f‖Lp(upx dx) ∀f ⇔

⇔ ‖x−1/2Jg‖Lp
∗(upx dx) ≤ C‖x−1/2g‖Lp(upx dx) ∀g;

basta ahora demostrar que, para algún d ∈ (0, 1),

(2.35) ‖x−1/2χ(0,d)Jg‖Lp
∗(upx dx) ≤ C‖x−1/2g‖Lp(upx dx) ∀g,

(2.36) ‖x−1/2χ(d,1)Jg‖Lp
∗(upx dx) ≤ C‖x−1/2g‖Lp(upx dx) ∀g.

Comencemos por (2.35). Sea d ∈ (0, 1); 0 < x < d, 0 < y < 1 ⇒ 2− x− y > 1− d,
luego

0 < x < d ⇒ |Jg(x)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

g(y)

2− x− y
dy

∣∣∣∣ ≤ 1

1− d

∫ 1

0

|g(y)|dy.

Por tanto,

‖x−1/2χ(0,d)Jg‖Lp
∗(upx dx) ≤ C‖g‖L1(dx)‖x−1/2χ(0,d)‖Lp

∗(upx dx) ≤

≤ C‖g‖L1(dx)‖x−1/2‖Lp
∗(upx dx) ≤ C‖g‖L1(dx),
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esta última desigualdad, por (2.34). Aplicando ahora Hölder y (2.33):

‖g‖L1(dx) = ‖(x−1/2ug)(x−1/2u−1)‖L1(x dx) ≤

≤ ‖x−1/2ug‖Lp(x dx)‖x−1/2u−1‖Lq(x dx) =

= ‖x−1/2g‖Lp(upx dx)‖x−1/2‖Lq(u−qx dx) = C‖x−1/2g‖Lp(upx dx),

de manera que se cumple (2.35). Falta ver (2.36). Como x ∼ 1 en (d, 1),

‖x−1/2χ(d,1)Jg‖Lp
∗(upx dx) ≤ C‖x−1/2χ(d,1)Jg‖Lp(upx dx) ≤
≤ C‖Jg‖Lp(upχ(d,1) dx),

luego para (2.36) basta con ‖Jg‖Lp(upχ(d,1) dx) ≤ C‖g‖Lp(upx1−p/2 dx) ∀g.
Por el lema 2.23, para esto es suficiente con que, para algún δ > 1,

a) (upχ(d,1), u
px1−p/2) ∈ Aδ

p(d, 1)

b)
∫ d

0
upδχ(d,1) dx < ∞,

∫ d

0
(upx1−p/2)−δ/(p−1) dx < ∞.

De b), la primera condición se cumple trivialmente; en cuanto a la segunda:∫ d

0

(upx1−p/2)−δ/(p−1) dx =

∫ d

0

(u−qx1−q/2)δ dx,

porque q = p/(p − 1) y (1 − p/2)(−1/(p − 1)) = (1/p − 1/2)(−p/(p − 1)) =
(1/2− 1/q)(−q) = 1− q/2. Por ser u de la forma (2.28), existe un δ > 1 tal que∫ d

0

(u−qx1−q/2)δ dx < ∞

si y sólo si ∫ d

0

u−qx1−q/2 dx < ∞,

lo que es cierto, por (2.33). Sólo tenemos ya que comprobar que se cumple la
condición a). Puesto que x ∼ 1 en (d, 1), a) equivale a upδ ∈ Ap(d, 1); lo cual, a
su vez, equivale simplemente a la integrabilidad en (d, 1) de upδ y de u−qδ, según
vimos en el primer caṕıtulo (teoremas 1.36 y 1.39), por ser u de la forma (2.28).
Finalmente, ∫ 1

d

upδ dx < ∞⇔

{
bpδ > −1

bkpδ > −1 ∀k
;

∫ 1

d

u−qδ dx < ∞⇔

{
−bqδ > −1

−bkqδ > −1 ∀k
⇔

{
−bδ > 1/p− 1

−bkδ > 1/p− 1 ∀k
.

Estas desigualdades son posibles para algún δ > 1 si y sólo si bp > −1, bkp > −1,
−b > 1/p− 1 y −bk > 1/p− 1, lo que es cierto por las hipótesis (2.29) y (2.30).
Por lo tanto, se cumplen a) y b), luego también (2.36), que, junto con (2.35),
demuestra la proposición.
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Consideremos ahora los operadores W2,n. En su definición aparece claramente
la transformada de Hilbert; haciendo uso de la teoŕıa de pesos Ap, vamos a probar
que están uniformemente acotados:

Proposición 2.25. Si α ≥ −1/2, 1 < p < ∞ y se cumplen (2.29) y (2.30),
entonces existe una constante C > 0 tal que

‖W2,nf‖Lp(upx dx) ≤ C‖f‖Lp(upx dx) ∀f, ∀n.

Demostración:
Haciendo el cambio t = y2 en la definición de W2,n:

W2,nf(x) =

∫ 1

0

MnJα(Mny)Jα+1(Mnx)xy

x2 − y2
f(y) dy,

se sigue:

W2,nf(x) =

∫ 1

0

MnJα(Mnt
1/2)Jα+1(Mnx)x

x2 − t
f(t1/2)

1

2
dt =

=
1

2
M1/2

n Jα+1(Mnx)xH(M1/2
n Jα(Mnt

1/2)f(t1/2), x2),

donde H es la transformada de Hilbert sobre el intervalo (0, 1). Luego:

‖W2,nf‖Lp(upx dx) ≤ C‖f‖Lp(upx dx) ∀f, ∀n ⇔

(haciendo el cambio y = x2)

⇔ ‖W2,n(f, y1/2)‖Lp(u(y1/2)p dy) ≤ C‖f(y1/2)‖Lp(u(y1/2)p dy) ∀f, ∀n ⇔

⇔ ‖M1/2
n Jα+1(Mny

1/2)y1/2H(M1/2
n Jα(Mnt

1/2)f(t1/2), y)‖Lp(u(y1/2)p dy) ≤

≤ C‖f(y1/2)‖Lp(u(y1/2)p dy) ∀f, ∀n ⇔

(cambiando g(y) = M
1/2
n Jα(Mny

1/2)f(y1/2) )

⇔ ‖M1/2
n Jα+1(Mny

1/2)y1/2Hg(y)‖Lp(u(y1/2)p dy) ≤

≤ C‖M−1/2
n Jα(Mny

1/2)−1g(y)‖Lp(u(y1/2)p dy) ∀g, ∀n.

Ahora bien, si α ≥ −1/2, Jα+1(z) = O(z−1/2), aśı que:

|M1/2
n Jα+1(Mny

1/2)y1/2| ≤ CM1/2
n (Mny

1/2)−1/2y1/2 = Cy1/4;

|M−1/2
n Jα(Mny

1/2)−1| ≥ CM−1/2
n (Mny

1/2)1/2 = Cy1/4.
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Por lo tanto, para la última acotación basta con tener:

‖x1/4Hg‖Lp(u(x1/2)p dx) ≤ C‖x1/4g‖Lp(u(x1/2)p dx),

es decir:
‖Hg‖Lp(u(x1/2)pxp/4 dx) ≤ C‖g‖Lp(u(x1/2)pxp/4 dx),

que es una acotación de la transformada de Hilbert con un peso. Se cumplirá si el
peso está en la clase Ap; pero antes simplifiquemos la expresión del peso. Partimos
de la fórmula (2.28):

u(x) = xa(1− x)b

m∏
k=1

|x− xk|bk .

En nuestro peso aparecerán factores 1− x1/2 y |x1/2 − xk|. Pero:

1− x1/2 =
1− x

1 + x1/2
∼ 1− x

y

|x1/2 − xk| =
|x− x2

k|
|x1/2 + xk|

∼ |x− x2
k|,

luego

u(x1/2)pxp/4 ∼ xpa/2+p/4(1− x)pb

m∏
k=1

|x− x2
k|pbk

y todo lo que hay que comprobar es que

xpa/2+p/4(1− x)pb

m∏
k=1

|x− x2
k|pbk ∈ Ap.

Pero eso, como hemos visto en el primer caṕıtulo (teoremas 1.36 y 1.39), es lo
mismo que:

−1 < pa/2 + p/4 < p− 1,

−1 < pb < p− 1

y
−1 < pbk < p− 1 ∀k.

Es una simple comprobación ver que estas desigualdades se cumplen, por (2.29)
y (2.30):

−1 < pa/2 + p/4 ⇔ 1/p > −1/4− a/2 ⇐ (2.30);

pa/2 + p/4 < p− 1 ⇔ 1 < p(3/4− a/2) ⇐ (2.29);
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−1 < pb ⇔ 1/p > −b ⇐ (2.30),

y lo mismo con bk ∀k;

pb < p− 1 ⇔ 1 < p(1− b) ⇐ (2.29),

y lo mismo con bk ∀k.
De esta forma, la proposición está demostrada.

Hasta ahora hemos visto que, si se cumplen (2.29) y (2.30), entonces están
débilmente acotados uniformemente tres de los cuatro sumandos en que descom-
pońıamos los operadores Sn. Para demostrar que los Sn no están débilmente aco-
tados uniformemente si en (2.30) 1/p = 1/4− a/2, hay que ver que no lo están los
operadores W1,n.

Proposición 2.26. Sea α ≥ −1/2, 1 < p < ∞ y u un peso de la forma (2.28).
Si se cumplen (2.29) y (2.30) y 1/p = 1/4 − a/2, entonces no existe ninguna
constante C > 0 tal que

‖W1,nf‖Lp
∗(upx dx) ≤ C‖f‖Lp(upx dx) ∀f, ∀n.

Demostración:
De acuerdo con la definición,

W1,nf(x) =

∫ 1

0

MnJα(Mnx)Jα+1(Mny)y2

y2 − x2
f(y) dy =

= M1/2
n Jα(Mnx)

∫ 1

0

M
1/2
n Jα+1(Mny)y2f(y)

y2 − x2
dy.

Sean ahora 0 ≤ d ≤ 1 y f(x) = χ(d,1)(x) sgn(Jα+1(Mnx))|g(x)|x−1/2 , donde sgn es
la función signo y g es una función medible que más adelante concretaremos.

0 ≤ x ≤ d ≤ y ⇒ 1

y2
≤ 1

y2 − x2
,

luego

0 ≤ x ≤ d ⇒ |W1,nf(x)| =

= M1/2
n |Jα(Mnx)|

∫ 1

d

M
1/2
n |Jα+1(Mny)|y3/2|g(y)|

y2 − x2
dy ≥

≥ M1/2
n |Jα(Mnx)|

∫ 1

d

M1/2
n |Jα+1(Mny)|y−1/2|g(y)| dy,
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por lo que:

|W1,nf(x)| ≥
(∫ 1

d

M1/2
n |Jα+1(Mny)|y−1/2|g(y)| dy

)
M1/2

n |Jα(Mnx)|χ(0,d)(x).

Entonces:
‖W1,nf‖Lp

∗(upx dx) ≤ C‖f‖Lp(upx dx) ∀n ⇒

⇒
(∫ 1

d

M1/2
n |Jα+1(Mny)|y−1/2|g(y)| dy

)
‖M1/2

n Jα(Mnx)χ(0,d)‖Lp
∗(upx dx) ≤

≤ C‖f‖Lp(upx dx) = C‖χ(d,1)gx−1/2‖Lp(upx dx),

donde aqúı la constante C es la misma de la hipótesis y por consiguiente no depende
de g ni de d. Como ĺımn→∞ Mn = +∞, podemos aplicar los lemas 2.18 y 2.20 al
primer miembro de la desigualdad y obtenemos, tomando ĺımites inferiores:(∫ 1

d

y−1|g(y)| dy

)
‖x−1/2χ(0,d)‖Lp

∗(upx dx) ≤ C‖χ(d,1)gx−1/2‖Lp(upx dx),

donde la constante C no depende de g ni de d.
Tomemos ahora 0 < d < r < x1, de tal manera que en (0, r) el peso u, que es de la
forma (2.28), es del orden de xa: u(x) ∼ xa en (0, r). Por hipótesis, 1/p = 1/4−a/2.
Tomemos g = χ(d,r). Entonces:

a)
∫ 1

d
y−1|g(y)| dy =

∫ r

d
y−1 dy = log r

d
;

b) por el lema 2.7, ‖x−1/2χ(0,d)‖Lp
∗(upx dx) ∼ ‖x−1/2χ(0,d)‖Lp

∗(xap+1 dx) = K, inde-
pendiente de d, ya que −p/2 + (ap + 1) + 1 = 2p(−1/4 + a/2 + 1/p) = 0;

c) ‖χ(d,1)gx−1/2‖p
Lp(upx dx) ∼

∫ r

d
x−p/2+ap+1 dx =

∫ r

d
x−1 dx = log r

d
.

Luego, de ser cierta la anterior acotación, también lo seŕıa esta:

log
r

d
≤ C(log

r

d
)1/p.

Y esta es falsa, sin más que hacer d −→ 0+. Esto demuestra la proposición.

Una vez que hemos estudiado la acotación de cada uno de los operadores Wi,
obtenemos el resultado sobre la acotación débil para las series de Bessel:

Teorema 2.27. Sea α ≥ −1/2, Sn la suma parcial enésima de la serie de Bessel
de orden α, 1 < p < ∞ y u un peso de la forma (2.28). Si existe una constante
C > 0 tal que

‖Snf‖Lp
∗(upx dx) ≤ C‖f‖Lp(upx dx) ∀f, ∀n,
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entonces se cumplen las desigualdades siguientes:

1

p
<

3

4
− a

2
,

1

p
< 1− b,

1

p
< 1− bk ∀k;

1

p
>

1

4
− a

2
,

1

p
> −b,

1

p
> −bk ∀k.

Demostración:
No hay más que reunir las proposiciones 2.21, 2.22, 2.24, 2.25 y 2.26.





CAPÍTULO III

Modificaciones de medidas por deltas de Dirac

§1. Caso general

Sea dµ una medida positiva y de Borel sobre R con infinitos puntos de creci-
miento y tal que ∀n ≥ 0 ∃

∫
R xn dµ(x). Con estas condiciones, existen la sucesión

{Pn}n≥0 de polinomios ortonormales y la {Kn} de núcleos correspondientes a dµ.
Por kn denotaremos el coeficiente director del polinomio Pn: Pn(x) = knx

n + . . . ,
con kn > 0.

Generalmente, han sido estudiadas medidas sin parte singular, es decir, pesos:
dµ(x) = w(x) dx. Es el caso de los polinomios clásicos (Jacobi, Laguerre, Hermite),
de los polinomios de Jacobi generalizados ([B], [V], [Nv]) y los pesos de Freud, entre
otros.

Por otro lado, gran parte de los resultados sobre acotación de los polinomios or-
tonormales, convergencia en Lp o Lp,∞ de la serie de Fourier o propiedades asintóti-
cas dependen sólo de la parte absolutamente continua de la medida (véase [MNT 1],
[MNT 2], [R 1], [R 2], [V], lema 3.1, o el caṕıtulo anterior, por ejemplo). Puede uno
preguntarse por el papel que desempeña la parte singular; o, en otros términos,
comparar las propiedades de los polinomios ortogonales asociados a dos medidas
con la misma parte absolutamente continua. A lo largo de este caṕıtulo estudiare-
mos el caso más sencillo: modificaciones de medidas por deltas de Dirac; es decir,
medidas del tipo dµ+Mδa, donde M es una constante positiva y δa indica la delta
de Dirac en el punto a:

∫
R fδa = f(a) ∀f .

En el caso de sop dµ = [−1, 1] y a = ±1, los polinomios ortogonales con
respecto a dµ + Mδa se pueden expresar en función de los correspondientes a
dµ, (1 − x) dµ, (1 + x) dµ o (1 − x)(1 + x) dµ (véase [K], por ejemplo) y de esta
manera es posible encontrar acotaciones y estudiar el problema de la convergencia
en media ([V], cap. IV). En el caso general, estas expresiones no son válidas, ya
que x−a puede no tener signo constante en el soporte de la medida y (x−a) dµ no
será una medida positiva. Según veremos a continuación, una solución es considerar
la medida (x − a)2 dµ. Pueden verse resultados sobre este tipo de modificaciones
en [Go], no sólo para medidas sobre R, sino, en general, sobre curvas de Jordan.

Dada una medida dµ con una sucesión de polinomios ortonormales {Pn}, de-
notaremos mediante {P a

n} la sucesión de polinomios ortonormales con respecto a
(x−a)2 dµ(x). En general, denotaremos mediante {P a1,a2,...,ak

n } la sucesión de poli-
nomios ortonormales con respecto a la medida (x−a1)

2(x−a2)
2 . . . (x−ak)

2 dµ(x).
Idéntico convenio adoptaremos con los núcleos Kn, con las sumas parciales de la
serie de Fourier, Sn, los coeficientes kn, etcétera.

El siguiente lema proporciona una primera relación entre las sucesiones {Kn},
{Pn} y {P a

n}:
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Lema 3.1. Con la notación anterior,

Kn(x, a) =
kn

ka
n

Pn(a)P a
n (x)−

ka
n−1

kn+1

Pn+1(a)P a
n−1(x) ∀n ≥ 1.

Demostración:
Puesto que Kn(x, a) =

∑n
j=0 αjP

a
j (x), con αj =

∫
R Kn(x, a)P a

j (x)(x − a)2 dµ(x),
sólo hay que comprobar:

a) αj = 0, j = 0, 1, . . . , n− 2;

b) αn−1 = −ka
n−1

kn+1
Pn+1(a);

c) αn = kn

ka
n
Pn(a).

Los apartados a) y c) son inmediatos, a partir de las conocidas propiedades si-
guientes (proposiciones 1.6 y 1.9):∫

R
Rn(x)Kn(x, a) dµ(x) = Rn(a) ∀ polinomio Rn de grado ≤ n.∫

R
Rn(x)P a

n (x)(x− a)2 dµ(x) = rn/k
a
n ∀ polinomio Rn = rnx

n + . . .

En cuanto a b), usando la fórmula de Christoffel-Darboux y que los polinomios Pn

son ortonormales con respecto a dµ, tenemos:

αn−1 =

∫
R

Kn(x, a)P a
n−1(x)(x− a)2 dµ(x) =

=

∫
R
[Kn(x, a)(x− a)][P a

n−1(x)(x− a)] dµ(x) =

=

∫
R

kn

kn+1

[Pn(a)Pn+1(x)− Pn+1(a)Pn(x)][P a
n−1(x)(x− a)]dµ(x) =

= − kn

kn+1

Pn+1(a)

∫
R

Pn(x)[P a
n−1(x)(x− a)]dµ(x) =

= − kn

kn+1

Pn+1(a)
ka

n−1

kn

= −
ka

n−1

kn+1

Pn+1(a),

como queŕıamos demostrar.

Con el objeto de encontrar acotaciones de los polinomios ortonormales y de
los núcleos, es importante conocer la magnitud de los coeficientes que aparecen en
las fórmulas que vamos a manejar. Frecuentemente, habrá que restringirse al caso
de medidas de soporte compacto y parte absolutamente continua positiva en casi
todo punto:
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Lema 3.2. Sea sop dµ = [−1, 1], µ′ > 0 en casi todo punto. Sea a ∈ [−1, 1].
Entonces,

ĺım
n→∞

kn

ka
n

=
1

2

y

ĺım
n→∞

ka
n−1

kn+1

=
1

2
.

Demostración:
El primer ĺımite es una consecuencia de un resultado de Máté, Nevai y Totik
([MNT 2], teorema 11), del que se deduce, bajo las hipótesis anteriores:

ĺım
n→∞

ka
n

kn

= exp

(
− 1

4π

∫ 2π

0

log(cos t− a)2 dt

)
;

no es dif́ıcil comprobar que esa integral vale −4π log 2, ∀a ∈ [−1, 1].
El segundo ĺımite se obtiene a partir del primero, ya que de las hipótesis se sigue
que ĺımn→∞

kn

kn+1
= 1

2
(véase [R 1], pág. 212, o [MNT 2], teorema 10).

Lema 3.3. Sea dµ sobre R y n ≥ 1. Con la notación anterior, se tiene:

(3.1)

∫
R

P a
n−1(x)(x− a) dµ(x) = −

ka
n−1

kn

Pn(a)

Kn−1(a, a)
;

(3.2) P a
n−1(x)(x− a) =

ka
n−1

kn

Pn(x)−
ka

n−1

kn

Pn(a)

Kn−1(a, a)
Kn−1(x, a).

Demostración:
Por ser un polinomio de grado n, podemos representar P a

n−1(x)(x−a) de la siguiente
forma:

P a
n−1(x)(x− a) =

n∑
j=0

αjPj(x).

Igualando los coeficientes directores, resulta αn =
ka

n−1

kn
; y por relaciones de orto-

gonalidad, para j = 1, 2, . . . , n− 1:

αj =

∫
R

P a
n−1(x)(x− a)Pj(x) dµ(x) =

∫
R

P a
n−1(x)

Pj(x)− Pj(a)

x− a
(x− a)2 dµ(x)+

+

∫
R

P a
n−1(x)Pj(a)(x− a) dµ(x).
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Pero la primera de estas dos integrales es cero, ya que
Pj(x)−Pj(a)

x−a
es un polinomio

de grado j − 1 < n − 1 y los polinomios P a
n son ortonormales con respecto a

(x− a)2 dµ(x). Por lo tanto:

αj = Pj(a)

∫
R

P a
n−1(x)(x− a) dµ(x) j = 1, 2, . . . , n− 1.

Por último, α0 =
∫

R P a
n−1(x)(x − a)P0 dµ(x) = P0(a)

∫
R P a

n−1(x)(x − a) dµ(x), ya
que P0 es constante.
Es decir:

P a
n−1(x)(x− a) =

ka
n−1

kn

Pn(x) +
n−1∑
j=0

Pj(a)

∫
R

P a
n−1(u)(u− a) dµ(u)Pj(x) =

=
ka

n−1

kn

Pn(x) +

[∫
R

P a
n−1(u)(u− a) dµ(u)

]
Kn−1(x, a).

Tomando ahora x = a, resulta (3.1); sustituyendo (3.1) en esta fórmula, se tie-
ne (3.2).

Con los resultados anteriores podemos encontrar ya una expresión para los
polinomios ortogonales con respecto a dµ+Mδa en función de los polinomios {Pn}
y {P a

n}:

Proposición 3.4. Sean {Pn} una sucesión de polinomios ortonormales con res-
pecto a una medida dµ sobre R y {Kn} la sucesión de los núcleos. Sea a ∈ R;
denotemos por {P a

n} la sucesión de polinomios relativos a (x−a)2 dµ(x). Si M > 0
y {Qn} son los polinomios ortonormales con respecto a dµ+Mδa, entonces existen
constantes An, Bn ∈ (0, 1) tales que

(3.3) Qn(x) = AnPn(x) + Bn(x− a)P a
n−1(x) ∀n ≥ 1.

Además, si sop dµ = [−1, 1], µ′ > 0 en casi todo punto y a ∈ [−1, 1], se verifica:

(3.4) ĺım
n→∞

AnKn−1(a, a) =
1

λ(a) + M
,

(3.5) ĺım
n→∞

Bn =
M

λ(a) + M
,

donde λ(a) = ĺımn→∞
1

Kn(a,a)
∈ [0, +∞).
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Demostración:
Impongamos primero que Pn(x)+Cn(x−a)P a

n−1(x) sea ortogonal a los polinomios
de grado menor que n, con respecto a dµ + Mδa. Basta con que:
(3.6)∫

R
[Pn(x)+Cn(x−a)P a

n−1(x)](x−a)j[dµ(x)+Mδa(x)] = 0, j = 0, 1, . . . , n−1.

Sea j ≥ 1; ∫
R
[Pn(x) + Cn(x− a)P a

n−1(x)](x− a)j[dµ(x) + Mδa(x)] =

=

∫
R
[Pn(x) + Cn(x− a)P a

n−1(x)](x− a)jdµ(x) =

∫
R

Pn(x)(x− a)jdµ(x)+

+Cn

∫
R

P a
n−1(x)(x− a)j−1[(x− a)2 dµ(x)] = 0,

por ser {Pn} y {P a
n} ortonormales con respecto a dµ y (x−a)2 dµ, respectivamente.

Luego sólo hace falta encontrar un Cn tal que se cumpla (3.6) para j = 0. En este
caso, se tiene:∫

R
[Pn(x) + Cn(x− a)P a

n−1(x)][dµ(x) + Mδa(x)] = MPn(a)+

+

∫
R
[Pn(x) + Cn(x− a)P a

n−1(x)]dµ(x) = MPn(a) + Cn

∫
R
(x− a)P a

n−1(x) dµ(x) =

= Pn(a)

[
M − Cn

ka
n−1

kn

1

Kn−1(a, a)

]
,

de acuerdo con (3.1). Por consiguiente, tomando

(3.7) Cn = M
kn

ka
n−1

Kn−1(a, a),

el polinomio Pn(x) + Cn(x − a)P a
n−1(x) es ortogonal a los polinomios de grado

menor que n; como Cn > 0, se trata de un polinomio de grado n y coeficiente
director positivo. Luego, dividiéndolo por su norma, obtendremos el polinomio
ortonormal Qn.

‖Pn(x) + Cn(x− a)P a
n−1(x)‖2

L2(dµ+Mδa) = MPn(a)2+

+

∫
R
[Pn(x) + Cn(x− a)P a

n−1(x)]2 dµ(x) = MPn(a)2 +

∫
R

Pn(x)2 dµ(x)+
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+C2
n

∫
R

P a
n−1(x)2(x− a)2 dµ(x) + 2Cn

∫
R

Pn(x)(x− a)P a
n−1(x) dµ(x) =

= MPn(a)2 + 1 + C2
n + 2Cn

ka
n−1

kn

,

por las propiedades de ortonormalidad de los polinomios Pn y P a
n . Sea:

(3.8) Dn =

[
MPn(a)2 + 1 + C2

n + 2Cn

ka
n−1

kn

]1/2

;

entonces:

Qn(x) =
1

Dn

Pn(x) +
Cn

Dn

(x− a)P a
n−1(x),

es decir, (3.3); y como de (3.8) se sigue que Dn > 1 y Dn > Cn, resulta que
An, Bn ∈ (0, 1), como queŕıamos demostrar, siendo

(3.9) An =
1

Dn

, Bn =
Cn

Dn

.

Ahora supongamos que sop dµ = [−1, 1], µ′ > 0 y a ∈ [−1, 1]. Con estas condicio-
nes, en la relación de recurrencia

xPn(x) = an+1Pn+1(x) + bnPn(x) + anPn−1(x)

se cumple que ĺımn→∞ an = 1/2 y ĺımn→∞ bn = 0 (teorema 1.8). Y por lo tanto
(véase [Nv], teorema 3, pág. 26):

ĺım
n→∞

Pn(x)2

Kn−1(x, x)
= 0 ∀x ∈ [−1, 1].

Como Kn−1(a, a) ≥ P 2
0 , Pn(a)2

Kn−1(a,a)2
≤ C Pn(a)2

Kn−1(a,a)
. Luego:

(3.10) ĺım
n→∞

Pn(a)2

Kn−1(a, a)2
= 0.

Por otro lado, de (3.9), (3.8) y (3.7) se sigue que:

1

AnKn−1(a, a)
=

Dn

Kn−1(a, a)
=

=

[
M

Pn(a)2

Kn−1(a, a)2
+

1

Kn−1(a, a)2
+

C2
n

Kn−1(a, a)2
+

2Cnk
a
n−1

knKn−1(a, a)2

]1/2

=

=

[
M

Pn(a)2

Kn−1(a, a)2
+

1

Kn−1(a, a)2
+ M2

(
kn

ka
n−1

)2

+
2M

Kn−1(a, a)

]1/2

.
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Por ser µ′ > 0 en casi todo punto en [−1, 1], ĺımn→∞
kn+1

kn
= 2 (véase [R 1], pág. 212,

o [MNT 2], teorema 10; kn/kn+1 es el coeficiente an+1 de la relación de recurrencia
antes citada); del lema 3.2 se obtiene que:

(3.11) ĺım
n→∞

kn

ka
n−1

= ĺım
n→∞

kn+1

ka
n−1

kn

kn+1

= 1.

Llevando (3.10) y (3.11) a la fórmula anterior, resulta:

ĺım
n→∞

1

AnKn−1(a, a)
=

= ĺım
n→∞

[
M

Pn(a)2

Kn−1(a, a)2
+

1

Kn−1(a, a)2
+ M2

(
kn

ka
n−1

)2

+
2M

Kn−1(a, a)

]1/2

=

=
[
λ(a)2 + M2 + 2Mλ(a)

]1/2
= λ(a) + M,

es decir: (3.4). Y entonces, de (3.9), (3.7) y (3.11) se deduce (3.5):

ĺım
n→∞

Bn = ĺım
n→∞

AnM
kn

ka
n−1

Kn−1(a, a) =
M

λ(a) + M
,

con lo que la proposición queda completamente demostrada.

Observación 3.5. Si Pn(a) = 0, debe ser Qn = Pn, como se deduce de que, si Rn

es un polinomio de grado menor o igual que n,∫
R

PnRn[dµ + Mδa] =

∫
R

PnRn dµ + MPn(a)Rn(a) =

∫
R

PnRn dµ.

Esto no contradice la proposición 3.4, porque, en este caso,

(3.12) Pn(x) = (x− a)P a
n−1(x),

lo que puede demostrarse fácilmente, teniendo en cuenta que (x− a)−1Pn(x) es un
polinomio de grado n− 1 y, si Rn−1 es otro polinomio de grado menor o igual que
n− 1,∫

R
(x− a)−1Pn(x)Rn−1(x)(x− a)2 dµ(x) =

∫
R

Pn(x)Rn−1(x)(x− a)dµ(x).

En particular, kn = ka
n−1. En (3.8) se tiene entonces Dn = 1 + Cn y sustituyen-

do (3.9) y (3.12) en (3.3) resulta Qn = Pn.

A continuación, obtenemos unas relaciones entre los núcleos Kn y Ka
n y los

correspondientes a dµ + Mδa:
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Proposición 3.6. Sea {Kn} la sucesión de núcleos de una medida dµ sobre R
y sean {Ka

n} y {Ln} los núcleos de (x − a)2 dµ(x) y dµ + Mδa, respectivamente,
donde a ∈ R y M > 0. Entonces:

(3.13) (y − a)

∫
R

Ka
n−1(x, y)(x− a)dµ(x) = 1− Kn(a, y)

Kn(a, a)
;

(3.14) (x− a)(y − a)Ka
n−1(x, y) = Kn(x, y)− Kn(a, y)

Kn(a, a)
Kn(x, a);

(3.15)

Ln(x, y) =
1

1 + MKn(a, a)
Kn(x, y) +

MKn(a, a)

1 + MKn(a, a)
(x− a)(y − a)Ka

n−1(x, y) =

= Kn(x, y)− MKn(a, y)

1 + MKn(a, a)
Kn(x, a).

Demostración:
Es conocido que, por ser {Ka

n} los núcleos relativos a la medida (x− a)2 dµ, si Rn

es un polinomio de grado menor o igual que n se cumple:

(3.16)

∫
R

Rn(x)Ka
n(x, y)[(x− a)2 dµ(x)] = Rn(y), ∀y ∈ R.

Realmente, esta propiedad define los núcleos relativos a una medida cualquiera.
Sean {Pn} los polinomios ortonormales con respecto a dµ. Si hacemos

(3.17) (x− a)(y − a)Ka
n−1(x, y) =

n∑
j=0

αj(y)Pj(x),

entonces ∀j ≥ 1,

αj(y) =

∫
R
(x− a)(y − a)Ka

n−1(x, y)Pj(x) dµ(x) =

= (y − a)

∫
R

Ka
n−1(x, y)Pj(x)(x− a) dµ(x) =

= (y − a)

∫
R

Ka
n−1(x, y)

Pj(x)− Pj(a)

x− a
(x− a)2 dµ(x)+

+(y − a)Pj(a)

∫
R

Ka
n−1(x, y)(x− a) dµ(x).
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Pero como
Pj(x)−Pj(a)

x−a
es un polinomio de grado j − 1 ≤ n − 1, de (3.16) se sigue

que:

(3.18) αj(y) = Pj(y)− Pj(a) + (y − a)Pj(a)

∫
R

Ka
n−1(x, y)(x− a) dµ(x).

También α0 responde a esta fórmula, ya que, por ser P0 constante,

α0(y) =

∫
R
(x− a)(y − a)Ka

n−1(x, y)P0(x) dµ(x) =

= (y − a)P0(a)

∫
R

Ka
n−1(x, y)(x− a) dµ(x) =

= P0(y)− P0(a) + (y − a)P0(a)

∫
R

Ka
n−1(x, y)(x− a) dµ(x).

Sustituyendo (3.18) en (3.17), resulta:

(x− a)(y − a)Ka
n−1(x, y) =

n∑
j=0

Pj(y)Pj(x)−
n∑

j=0

Pj(a)Pj(x)+

+(y − a)
n∑

j=0

Pj(a)Pj(x)

∫
R

Ka
n−1(u, y)(u− a) dµ(u),

es decir:

(3.19) (x− a)(y − a)Ka
n−1(x, y) = Kn(x, y)−Kn(x, a)+

+(y − a)Kn(x, a)

∫
R

Ka
n−1(u, y)(u− a) dµ(u).

Haciendo x = a, resulta:

0 = Kn(a, y)−Kn(a, a) + (y − a)Kn(a, a)

∫
R

Ka
n−1(u, y)(u− a) dµ(u);

de aqúı se obtiene (3.13). Sustituyendo (3.13) en (3.19), sale (3.14). Y a partir
de (3.14) se deduce la segunda igualdad de (3.15). Sólo hace falta demostrar, por
ejemplo, que

(3.20) Ln(x, y) = Kn(x, y)− MKn(a, y)

1 + MKn(a, a)
Kn(x, a).
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Para ello, podemos probar que el miembro de la derecha cumple la caracterización
análoga a (3.16) de los núcleos Ln, es decir, que si Rn es un polinomio de grado
menor o igual que n, se verifica:

(3.21)

∫
R

[
Kn(x, y)− MKn(a, y)

1 + MKn(a, a)
Kn(x, a)

]
Rn(x)[dµ(x) + Mδa(x)] = Rn(y).

Puesto que los núcleos Kn śı cumplen que
∫

R Kn(x, y)Rn(x) dµ(x) = Rn(y), tene-
mos: ∫

R

[
Kn(x, y)− MKn(a, y)

1 + MKn(a, a)
Kn(x, a)

]
Rn(x)[dµ(x) + Mδa(x)] =

=

∫
R

Kn(x, y)Rn(x) dµ(x)− MKn(a, y)

1 + MKn(a, a)

∫
R

Kn(x, a)Rn(x) dµ(x)+

+MKn(a, y)Rn(a)− MKn(a, y)

1 + MKn(a, a)
MKn(a, a)Rn(a) =

= Rn(y)− MKn(a,y)
1+MKn(a,a)

Rn(a) + MKn(a, y)Rn(a)− MKn(a,y)
1+MKn(a,a)

MKn(a, a)Rn(a) =

= Rn(y),

luego (3.21) se cumple y por lo tanto (3.20) y (3.15), que es lo que faltaba por
demostrar.

Corolario 3.7. Sea {Kn} la sucesión de núcleos de una medida dµ sobre R. Sean
a1, a2, . . . , ak ∈ R y distintos, M1, M2, . . . ,Mk > 0 y {Ln} los núcleos correspon-
dientes a la medida dµ +

∑k
j=1 Mjδaj

.

Para cada subconjunto {aj1 , aj2 , . . . , ajr} de {a1, . . . , ak}, sean {Kaj1
,aj2

,...,ajr
n } los

núcleos de (x−aj1)
2(x−aj2)

2 . . . (x−ajr)
2 dµ(x) [incluye el caso {aj1 , aj2 , . . . , ajr} =

∅ −→ {Kn}, dµ]. Entonces:

(3.22) Ln(x, y) =

=
∑

An,j1,...,jr(x− aj1) . . . (x− ajr)(y − aj1) . . . (y − ajr)K
aj1

,...,ajr

n−r (x, y),

donde el sumatorio lo es en los subconjuntos {j1, . . . , jr} de {1, . . . , k} y

(3.23) ∀n
∑

An,j1,...,jr = 1, 0 < An,j1,...,jr ∀j1, . . . , jr.

Demostración:
Por inducción sobre el número k de deltas de Dirac, a partir de la primera igualdad
de (3.15), que puede escribirse de forma más simple como:

(3.24) Ln(x, y) = AnKn(x, y)+(1−An)(x−a)(y−a)Ka
n−1(x, y), 0 < An < 1,
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siendo {Ln} los núcleos de dµ+Mδa. Por lo tanto, (3.22) y (3.23) son ciertas para
k = 1. Supongamos que lo son para un k − 1 y probémoslo para k.
Dada la medida dµ +

∑k
j=1 Mjδaj

, consideremos la medida dµ +
∑k−1

j=1 Mjδaj
y

denotemos por {Jn} sus núcleos. La medida dµ +
∑k

j=1 Mjδaj
se obtiene a partir

de dµ +
∑k−1

j=1 Mjδaj
añadiendo una delta de Dirac en ak, luego es válida una

expresión análoga a (3.24). En ella aparecerán los núcleos Jn y los núcleos Jak
n de

la medida

(x− ak)
2

(
dµ +

k−1∑
j=1

Mjδaj

)
= (x− ak)

2 dµ +
k−1∑
j=1

(aj − ak)
2Mjδaj

.

Como esta se obtiene añadiendo a (x− ak)
2 dµ k − 1 deltas de Dirac, sus núcleos

satisfacen (3.22) y (3.23). Es decir:

Jak
n (x, y) =

=
∑

An,j1,...,jr(x− aj1) . . . (x− ajr)(y − aj1) . . . (y − ajr)K
ak,aj1

,...,ajr

n−r (x, y),

donde el sumatorio lo es en los subconjuntos {j1, . . . , jr} de {1, . . . , k − 1},

∀n
∑

An,j1,...,jr = 1, 0 < An,j1,...,jr ∀j1, . . . , jr.

De la misma manera, para los núcleos Jn se obtiene:

Jn(x, y) =

=
∑

Bn,j1,...,jr(x− aj1) . . . (x− ajr)(y − aj1) . . . (y − ajr)K
aj1

,...,ajr

n−r (x, y),

donde el sumatorio lo es en los subconjuntos {j1, . . . , jr} de {1, . . . , k − 1},

∀n
∑

Bn,j1,...,jr = 1, 0 < Bn,j1,...,jr ∀j1, . . . , jr.

Interpretando la fórmula (3.24) para los núcleos Ln de dµ +
∑k

j=1 Mjδaj
, resulta:

para una constante Cn, con 0 < Cn < 1,

Ln(x, y) = CnJn(x, y) + (1− Cn)(x− ak)(y − ak)J
ak
n−1(x, y) =

= Cn

∑
Bn,j1,...,jr(x− aj1) . . . (x− ajr)(y − aj1) . . . (y − ajr)K

aj1
,...,ajr

n−r (x, y)+

+(1− Cn)(x− ak)(y − ak)
∑

An−1,j1,...,jr(x− aj1) . . . (y − ajr)K
ak,aj1

,...,ajr

n−r−1 (x, y);

y es inmediato comprobar que esta expresión es (3.22) y (3.23). Por el principio
de inducción, el corolario es cierto.
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Estudiemos ahora la convergencia de la serie de Fourier relativa a una medida
del tipo dµ +

∑k
j=1 Mjδaj

. Los resultados siguientes permitirán relacionar esta

convergencia con la de las series relativas a las medidas (x−aj1)
2(x−aj2)

2 . . . (x−
ajr)

2 dµ(x). El primero de ellos es:

Teorema 3.8. Sea dµ una medida sobre R que admita una sucesión de polinomios
ortonormales. Sean ai ∈ R, Mi > 0 (i = 1, . . . , k) y dν = dµ +

∑k
i=1 Miδai

. Sean
también u1, u2 y v tres pesos, 1 < p < ∞ y 1/p + 1/q = 1. Supongamos que
µ({ai}) = 0, u1(ai)u2(ai) < +∞, 0 < v(ai) ∀i.
Sean, por último, {Ln} los núcleos con respecto a dν y:

(3.25) Snf(x) =

∫
R

Ln(x, y)f(y)dν(y);

(3.26) Tnf(x) =

∫
R

Ln(x, y)f(y) dµ(y).

Entonces:

∃C > 0 tal que ‖u1Snf‖Lp
∗(u

p
2 dν) ≤ C‖f‖Lp(vp dν) ∀f ∈ Lp(vpdν), ∀n ∈ N ⇔

⇔


‖u1Tnf‖Lp

∗(u
p
2 dµ) ≤ C‖f‖Lp(vp dµ) ∀f ∈ Lp(vp dµ) ∀n ∈ N,

u1(ai)u2(ai)‖Ln(x, ai)‖Lq(v−q dµ) ≤ C ∀n ∈ N ∀i,
‖u1Ln(x, ai)‖Lp

∗(u
p
2 dµ) ≤ Cv(ai) ∀n ∈ N ∀i.

Y la misma equivalencia es cierta sustituyendo las normas débiles por normas
fuertes. (La constante C no tiene por qué ser la misma en las cuatro desigualdades.)

Demostración:
Supongamos que ‖u1Snf‖Lp

∗(u
p
2 dν) ≤ C‖f‖Lp(vp dν) ∀f, n. A partir de (3.25) y (3.26),

se sigue:

(3.27) Snf(x) = Tnf(x) +
k∑

i=1

MiLn(x, ai)f(ai).

Dada f , definamos g(x) = f(x) si x 6= ai ∀i, g(ai) = 0 ∀i. Puesto que µ({ai}) = 0,
tenemos:

Sng = Tng = Tnf y ‖g‖Lp(vp dν) = ‖g‖Lp(vp dµ) = ‖f‖Lp(vp dµ).

Luego:
‖u1Sng‖Lp

∗(u
p
2 dν) ≤ C‖g‖Lp(vp dν) ⇒
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(3.28) ⇒ ‖u1Tnf‖Lp
∗(u

p
2 dν) ≤ C‖f‖Lp(vp dµ).

Por otra parte, tomando f = χ{ai} resulta Snf(x) = MiLn(x, ai); luego:

‖u1Snf‖Lp
∗(u

p
2 dν) = Mi‖u1Ln(x, ai)‖Lp

∗(u
p
2 dν)

y ‖f‖Lp(vp dν) = M
1/p
i v(ai). Por lo tanto:

‖u1Snf‖Lp
∗(u

p
2 dν) ≤ C‖f‖Lp(vp dν) ⇒ ‖u1Ln(x, ai)‖Lp

∗(u
p
2 dν) ≤ Cv(ai).

De (3.28) y esto último, tenemos:

(3.29) ‖u1Snf‖Lp
∗(u

p
2 dν) ≤ C‖f‖Lp(vp dν) ∀f, n ⇔

⇔

{
‖u1Tnf‖Lp

∗(u
p
2 dν) ≤ C‖f‖Lp(vp dµ) ∀f ∀n,

‖u1Ln(x, ai)‖Lp
∗(u

p
2 dν) ≤ Cv(ai) ∀n ∀i

(la implicación [⇐] se deduce de (3.27), teniendo en cuenta que

‖f‖Lp(vp dµ), v(ai)|f(ai)| ≤ ‖f‖Lp(vp dν)).

La misma demostración sirve con normas fuertes.
Veamos la segunda condición de la derecha de (3.29):

‖u1Ln(x, ai)‖p
Lp
∗(u

p
2 dν)

= sup
y>0

yp

∫
u1|Ln(x,ai)|>y

u2(x)pdν(x) =

= sup
y>0

yp

∫
u1|Ln(x,ai)|>y

[up
2 dµ +

k∑
j=1

u2(aj)
pMjδaj

] ≤

≤
(

sup
y>0

yp

∫
u1|Ln(x,ai)|>y

up
2 dµ

)
+

k∑
j=1

u2(aj)
pMj

(
sup
y>0

yp

∫
u1|Ln(x,ai)|>y

δaj

)
,

es decir:

(3.30) ‖u1Ln(x, ai)‖p
Lp
∗(u

p
2 dν)

≤

≤ ‖u1Ln(x, ai)‖p
Lp
∗(u

p
2 dµ)

+
k∑

j=1

u2(aj)
pMju1(aj)

p|Ln(aj, ai)|p.

Pero, por la desigualdad de Schwarz, |Ln(aj, ai)| ≤ Ln(ai, ai)
1/2Ln(aj, aj)

1/2. Como

la medida dν = dµ+
∑k

i=1 Miδai
tiene masa en ai, los núcleos en ai están acotados:

Ln(ai, ai) ≤ C ∀n ∈ N. Esto puede deducirse de (3.15), con x = y = ai; o bien de
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la propiedad de los núcleos de ser los inversos de las funciones de Christoffel, que
a su vez son mı́nimos de ciertas integrales (véase [Nv], pág. 4, por ejemplo). Por
lo tanto, de (3.30) se tiene:

‖u1Ln(x, ai)‖p
Lp
∗(u

p
2 dν)

≤ ‖u1Ln(x, ai)‖p
Lp
∗(u

p
2 dµ)

+ C
k∑

j=1

u2(aj)
pu1(aj)

p.

Y, puesto que u1(aj)u2(aj) < +∞ ∀j, esto significa:

‖u1Ln(x, ai)‖p
Lp
∗(u

p
2 dν)

≤ ‖u1Ln(x, ai)‖p
Lp
∗(u

p
2 dµ)

+ C.

Evidentemente, también es cierto que:

‖u1Ln(x, ai)‖p
Lp
∗(u

p
2 dµ)

≤ ‖u1Ln(x, ai)‖p
Lp
∗(u

p
2 dν)

;

es decir: ‖u1Ln(x, ai)‖p
Lp
∗(u

p
2 dν)

< Cv(ai) ⇔ ‖u1Ln(x, ai)‖p
Lp
∗(u

p
2 dµ)

< Cv(ai). Por

consiguiente, podemos dejar (3.29) en:

(3.31) ‖u1Snf‖Lp
∗(u

p
2 dν) ≤ C‖f‖Lp(vp dν) ∀f, n ⇔

⇔

{
‖u1Tnf‖Lp

∗(u
p
2 dν) ≤ C‖f‖Lp(vp dµ) ∀f ∀n,

‖u1Ln(x, ai)‖Lp
∗(u

p
2 dµ) ≤ Cv(ai) ∀n ∀i

El mismo proceso puede hacerse con normas fuertes.
Ahora examinemos la primera condición de la derecha de (3.31).

‖u1Tnf‖p
Lp
∗(u

p
2 dν)

= sup
y>0

yp

∫
u1|Tnf(x)|>y

up
2dν ≤ sup

y>0
yp

∫
u1|Tnf(x)|>y

up
2 dµ+

+
k∑

i=1

u2(ai)
pMi sup

y>0
yp

∫
u1|Tnf(x)|>y

δai
= ‖u1Tnf‖p

Lp
∗(u

p
2 dµ)

+

+
k∑

i=1

u2(ai)
pMiu1(ai)

p|Tnf(ai)|p,

y la misma desigualdad se cumple con normas fuertes. Puesto que también

‖u1Tnf‖p
Lp
∗(u

p
2 dµ)

≤ ‖u1Tnf‖p
Lp
∗(u

p
2 dν)

y

Mi|u1(ai)u2(ai)Tnf(ai)|p ≤ ‖u1Tnf‖p
Lp
∗(u

p
2 dν)



Caso general 87

(igualmente con normas fuertes), se tiene:

(3.32) ‖u1Tnf‖Lp
∗(u

p
2 dν) ≤ C‖f‖Lp(vp dµ) ∀f, n ⇔

⇔ ‖u1Tnf‖Lp
∗(u

p
2 dµ) ≤ C‖f‖Lp(vp dµ) y u1(ai)u2(ai)|Tnf(ai)| ≤ C‖f‖Lp(vp dµ)

∀f, n.
Ahora bien: ‖f‖Lp(vp dµ) = ‖fv‖Lp(dµ);

|Tnf(ai)| =
∣∣∣∣∫

R
Ln(ai, y)f(y) dµ(y)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
R

Ln(ai, y)v(y)−1f(y)v(y) dµ(y)

∣∣∣∣ .
Luego:

u1(ai)u2(ai)|Tnf(ai)| ≤ C‖f‖Lp(vp dµ) ∀f ∈ Lp(vp dµ) ⇔

⇔ u1(ai)u2(ai)‖Ln(ai, y)v(y)−1‖Lq(dµ) ≤ C ⇔

⇔ u1(ai)u2(ai)‖Ln(ai, y)‖Lq(v−q dµ) ≤ C,

lo que, llevado a (3.32) y de ah́ı a (3.31), se convierte en lo que teńıamos que
demostrar.

Observación 3.9. Las condiciones u1(ai)u2(ai) < +∞ y 0 < v(ai) ∀i son necesa-
rias para la acotación débil o fuerte, según se desprende de las condiciones (2.3)
y (2.4) del teorema 2.4, que son, respectivamente, u1 ∈ Lp

∗(u
p
2dν) y v−1 ∈ Lq(dν).

El resultado anterior puede demostrarse también para la convergencia débil
restringida, con pequeños cambios:

Teorema 3.10. Con la misma notación del teorema 3.8, se tiene:

∃C > 0 tal que ‖u1SnχE‖Lp
∗(u

p
2 dν) ≤ C‖χE‖Lp(vp dν) ∀E medible, ∀n ∈ N ⇔

⇔


‖u1TnχE‖Lp

∗(u
p
2 dµ) ≤ C‖χE‖Lp(vp dµ) ∀E ∀n ∈ N,

u1(ai)u2(ai)‖Ln(x, ai)v(x)−p‖Lq
∗(vp dµ) ≤ C ∀n ∈ N ∀i,

‖u1Ln(x, ai)‖Lp
∗(u

p
2 dµ) ≤ Cv(ai) ∀n ∈ N ∀i

Demostración:
Repitiendo la demostración del teorema 3.8 con funciones del tipo χE, llegamos
sin ninguna variación a (3.31) y (3.32), es decir:

(3.33) ‖u1SnχE‖Lp
∗(u

p
2 dν) ≤ C‖χE‖Lp(vp dν) ∀E, ∀n ∈ N ⇔

⇔


‖u1TnχE‖Lp

∗(u
p
2 dµ) ≤ C‖χE‖Lp(vp dµ) ∀E ∀n ∈ N,

u1(ai)u2(ai)|TnχE(ai)| ≤ C‖χE‖Lp(vp dµ) ∀E ∀n ∈ N ∀i,
‖u1Ln(x, ai)‖Lp

∗(u
p
2 dµ) ≤ Cv(ai) ∀n ∈ N ∀i
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Veamos la segunda condición:

(3.34) u1(ai)u2(ai)|TnχE(ai)| =

= u1(ai)u2(ai)

∣∣∣∣∫
R

Ln(ai, y)χE(y) dµ(y)

∣∣∣∣ ≤ C‖χE‖Lp(vp dµ).

Esta condición equivale a:

(3.35) u1(ai)u2(ai)

∫
R
|Ln(ai, y)|χE(y) dµ(y) ≤ C‖χE‖Lp(vp dµ).

En efecto: es evidente que (3.35) ⇒ (3.34); para el rećıproco, basta descompo-
ner E como unión de los conjuntos E1 = {y ∈ E; Ln(ai, y) ≥ 0} y E2 = {y ∈
E; Ln(ai, y) < 0}, con lo cual resulta

u1(ai)u2(ai)

∫
R
|Ln(ai, y)|χE(y) dµ(y) = u1(ai)u2(ai)

∣∣∣∣∫
R

Ln(ai, y)χE1(y) dµ(y)

∣∣∣∣+
+u1(ai)u2(ai)

∣∣∣∣∫
R

Ln(ai, y)χE2(y) dµ(y)

∣∣∣∣ ≤ C‖χE1‖Lp(vp dµ)+

+C‖χE2‖Lp(vp dµ) ≤ 2C‖χE‖Lp(vp dµ).

A su vez,

u1(ai)u2(ai)

∫
R
|Ln(ai, y)|χE(y) dµ(y) ≤ C‖χE‖Lp(vp dµ) ∀E ⇔

⇔ u1(ai)u2(ai)
‖Ln(ai, y)χE‖L1(dµ)

‖χE‖Lp(vp dµ)

≤ C ∀E ⇔

⇔ u1(ai)u2(ai) sup
E

‖Ln(ai, y)v(y)−pχE‖L1(vp dµ)

‖χE‖Lp(vp dµ)

≤ C,

tomando el supremo en todos los conjuntos medibles E de medida vp dµ finita y
positiva. Pero, según el lema 2.2, esto equivale a:

u1(ai)u2(ai)‖Ln(x, ai)v(x)−p‖Lq
∗(vp dµ) ≤ C ∀n ∈ N ∀i,

con lo que, sustituyendo en (3.33), el teorema queda demostrado.

Observación 3.11. De idéntica manera se prueban resultados similares al del
teorema anterior, cuando el peso v se coloca en otro lugar o incluso se reparte.
Por ejemplo, para la acotación ‖u1Sn(v−1χE)‖Lp

∗(u
p
2 dν) ≤ C‖χE‖Lp(dν) se obtiene lo

mismo, cambiando la segunda condición por u1(ai)u2(ai)‖Ln(x, ai)v(x)−1‖Lq
∗(dµ).
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De las tres condiciones del teorema 3.8 que equivalen a la convergencia de
la serie de Fourier, dos de ellas se refieren a la norma de los núcleos. La otra,
en cambio, es la acotación uniforme de unos operadores similares a las sumas
parciales de la serie de Fourier, pero sin las deltas de Dirac. Para acotar estos
operadores puede utilizarse en algunos casos la descomposición de Pollard de los
núcleos (véase [P 1]), una vez que se hayan encontrado cotas adecuadas para
los polinomios ortonormales con respecto a la medida con deltas. Sin embargo,
podemos encontrar un método más corto, al menos para la convergencia en media:

Proposición 3.12. Sea dν = dµ +
∑k

i=1 Miδai
como en el teorema 3.8. Para cada

subconjunto {aj1 , aj2 , . . . , ajr} de {a1, a2, . . . , ak}, denotemos por {Saj1
,aj2

,...,ajr
n } la

suma parcial enésima de la serie de Fourier con respecto a la medida

dµaj1
,aj2

,...,ajr = (x− aj1)
2(x− aj2)

2 . . . (x− ajr)
2 dµ(x)

[incluye el caso {aj1 , aj2 , . . . , ajr} = ∅ −→ {Sn}, dµ].
Si para cada {aj1 , aj2 , . . . , ajr}, existe C > 0 tal que ∀n ∈ N, ∀f ∈ Lp(vp dµ) se
tiene:

‖u1|x− aj1| · · · |x− ajr |S
aj1

,...,ajr
n f‖Lp

∗([u2|x−aj1
|−2/p···|x−ajr |−2/p]p dµ

aj1
,...,ajr ) ≤

(3.36) ≤ C‖f‖Lp([v|x−aj1
|1−2/p···|x−ajr |1−2/p]p dµ

aj1
,...,ajr ),

entonces también existe una constante C > 0 tal que:

‖u1Tnf‖Lp
∗(u

p
2 dµ) ≤ C‖f‖Lp(vp dµ) ∀n ∈ N, ∀f ∈ Lp(vp dµ).

Y lo mismo sucede sustituyendo normas débiles por normas fuertes.

Demostración:
Puesto que ∫

R
(y − aj1) . . . (y − ajr)K

aj1
,...,ajr

n−r (x, y)f(y) dµ(y) =

=

∫
R

K
aj1

,...,ajr

n−r (x, y)
f(y)

(y − aj1) . . . (y − ajr)
dµaj1

,aj2
,...,ajr =

= S
aj1

,...,ajr

n−r (
f(y)

(y − aj1) . . . (y − ajr)
, x),

del corolario 3.7 obtenemos:

Tnf(x) =

∫
R

Ln(x, y)f(y) dµ(y) =
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=
∑

An,j1,...,jr(x− aj1) . . . (x− ajr)S
aj1

,...,ajr

n−r (
f(y)

(y − aj1) . . . (y − ajr)
, x),

donde el sumatorio lo es en los subconjuntos {j1, . . . , jr} de {1, . . . , k} y

∀n
∑

An,j1,...,jr = 1, 0 < An,j1,...,jr ∀j1, . . . , jr.

Basta entonces demostrar que:

‖u1|x− aj1| . . . |x− ajr |S
aj1

,...,ajr

n−r (
f(y)

(y − aj1) . . . (y − ajr)
, x)‖Lp

∗(u
p
2 dµ) ≤

≤ C‖f‖Lp(vp dµ) ∀n ∈ N, ∀f ∈ Lp(vp dµ).

Es decir:
‖u1|x− aj1| . . . |x− ajr |S

aj1
,...,ajr

n−r f‖Lp
∗(u

p
2 dµ) ≤

≤ C‖f(x)|x− aj1| . . . |x− ajr |‖Lp(vp dµ) ∀n, ∀f.

Y esto no es más que (3.36), ya que[
u2(x)|x− aj1 |−2/p . . . |x− ajr |−2/p

]p
dµaj1

,aj2
,...,ajr = up

2 dµ

y [
v(x)|x− aj1|1−2/p . . . |x− ajr |1−2/p

]p
dµaj1

,aj2
,...,ajr =

= [v(x)|x− aj1| . . . |x− ajr |]
p dµ.

Por lo tanto, la proposición es cierta.



§2. Pesos de Jacobi generalizados más deltas de Dirac

En este apartado aplicaremos los resultados del anterior cuando la medida de
partida es un peso de Jacobi generalizado. Como ya se vio anteriormente, por tal
se entiende un peso sobre el intervalo [−1, 1] de la forma

(3.37) w(x) = h(x)(1− x)α(1 + x)β

N∏
i=1

|x− ti|γi , x ∈ [−1, 1],

donde

a) α, β, γi > −1, ti ∈ (−1, 1), ti 6= tj ∀i 6= j;

b) h es una función continua y positiva en [−1, 1] y ω(h, δ)δ−1 ∈ L1(0, 2), siendo
ω(h, δ) el módulo de continuidad de h.

Para estas medidas se conocen cotas de sus polinomios ortonormales, estima-
ciones asintóticas de sus núcleos y el intervalo de convergencia de la serie de Fourier
en media, con pesos del mismo tipo (véase [Nv], [B]). Un resumen de estas propie-
dades se expuso en el caṕıtulo I.

El problema que vamos a abordar es el de la convergencia en media de la
serie de Fourier de polinomios ortonormales con respecto a una medida dν(x) =
w(x) dx+

∑k
i=1 Miδai

, donde ∀i 0 < Mi, ai ∈ [−1, 1] y donde w es un peso de Jaco-
bi generalizado. El caso particular de un peso de Jacobi y las deltas situadas en los
puntos {±1} fue resuelto por Varona (véase [V], cap. IV) manipulando cuidadosa-
mente estimaciones asintóticas de los polinomios de Jacobi en las que intervienen
funciones de Bessel. Poniéndolo en relación con este, fue resuelto asimismo el caso
de una medida (1 − x2)α|x|γ + Mδ0(x) + Nδ−1(x) + Nδ1(x). Sin embargo, para
pesos del tipo (3.37) no se dispone de estimaciones asintóticas tan precisas y es
dif́ıcil generalizar el argumento de [V]. En su lugar, seguiremos el camino descrito
en la primera parte de este caṕıtulo. Con el fin de estudiar esta convergencia obten-
dremos previamente acotaciones para los polinomios ortonormales y los núcleos,
acotaciones que son similares a las correspondientes a la medida sin deltas. En lo
fundamental, el método consiste en aplicar reiteradamente las proposiciones 3.4
y 3.6, que proporcionan cotas para los polinomios y los núcleos que resultan de
sumar una delta de Dirac a una medida.

En adelante, w será un peso de la forma (3.37), {Qn} será la sucesión de
polinomios ortonormales con respecto a la medida dν(x) = w(x) dx +

∑k
i=1 Miδai

sobre el intervalo [−1, 1] y {Ln} la sucesión de los núcleos.
Con la notación anterior, no es ninguna restricción considerar, y aśı lo hare-

mos, que los puntos ai, donde se añaden las deltas de Dirac, están incluidos en
{1,−1, t1, . . . , tN}: si es necesario, podemos “añadir” a la expresión del peso w fac-
tores de la forma |x− ai|γ, con γ = 0. Más aún, para cualquier punto t ∈ [−1, 1],
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podemos hablar de su exponente en w, refiriéndonos con ello al exponente del fac-
tor |x − t|γ presente en w; naturalmente, sólo hay una cantidad finita de puntos
en [−1, 1] con exponente no nulo.

Podemos establecer ya la primera de las acotaciones de este caṕıtulo. Como
siempre, las constantes C no tendrán por qué ser las mismas en expresiones dis-
tintas.

Proposición 3.13. Existen dos constantes C, independientes de n ≥ 1 y de x ∈
[−1, 1], tales que:

(3.38) |Qn(x)| ≤ C(1− x + n−2)−
2α+1

4 (1 + x + n−2)−
2β+1

4

N∏
i=1

(|x− ti|+ n−1)−
γi
2 .

(3.39) |Ln(x, x)| ≤ Cn(1−x+n−2)−
2α+1

2 (1+x+n−2)−
2β+1

2

N∏
i=1

(|x− ti|+n−1)−γi .

Demostración:
a) Establecemos primero la acotación de los polinomios Qn, por inducción sobre
el número k de deltas de Dirac.
Si k = 0, dν es un peso de Jacobi generalizado y, como vimos en (1.9), la acota-
ción (3.38) es cierta.
Sea ahora k > 0 y supongamos que la propiedad (3.38) es válida para k − 1. Sean
dµ(x) = w(x) dx+

∑k−1
i=1 Miδai

y {Pn} la sucesión de sus polinomios ortonormales.
Siguiendo la notación del caṕıtulo anterior, {P ak

n } es la sucesión de polinomios
correspondientes a

(x− ak)
2 dµ(x) = (x− ak)

2w(x) dx +
k−1∑
i=1

(ai − ak)
2Miδai

(x).

Puesto que dν = dµ + Mkδak
, de la proposición 3.4 se tiene:

(3.40) Qn(x) = AnPn(x) + Bn(x− ak)P
ak
n−1(x), con An, Bn ∈ (0, 1).

Ahora bien, dµ es un peso de Jacobi generalizado más k−1 deltas de Dirac, luego,
por hipótesis, verifica la acotación:

(3.41) |Pn(x)| ≤ C(1−x+n−2)−(2α+1)/4(1+x+n−2)−(2β+1)/4

N∏
i=1

(|x−ti|+n−1)−γi/2.

También (x − ak)
2 dµ es un peso de Jacobi generalizado (el peso ahora es (x −

ak)
2w(x)) más k − 1 deltas de Dirac. Supongamos que ak 6= ±1; si el exponente
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de |x− ak| en w(x) es γ, entonces en (x− ak)
2w(x) es γ + 2; por consiguiente, se

tiene la acotación:
|P ak

n−1(x)| ≤

≤ C(1−x+n−2)−
2α+1

4 (1+x+n−2)−
2β+1

4 (|x−ak|+n−1)−
γ+2
2

N∏
i=1,ti 6=ak

(|x−ti|+n−1)−
γi
2 .

Nótese que en esta última cota aparece n y no n−1, como debeŕıa ser por tratarse
del polinomio de grado n−1; no es dif́ıcil comprobar que la equivalencia n ∼ n−1
nos permite escribir n.
El miembro de la derecha de la desigualdad anterior puede ponerse como:

C(|x−ak|+n−1)−1(1−x+n−2)−(2α+1)/4(1+x+n−2)−(2β+1)/4

N∏
i=1

(|x−ti|+n−1)−γi/2,

por lo que

|x−ak||P ak
n−1(x)| ≤ C(1−x+n−2)−(2α+1)/4(1+x+n−2)−(2β+1)/4

N∏
i=1

(|x−ti|+n−1)−
γi
2 .

A este mismo resultado se llega si ak = ±1. Llevando esta acotación y (3.41)
a (3.40), se obtiene (3.38). La expresión (3.38) es entonces válida para cualquier
número k de deltas de Dirac.
b) Veamos ahora la desigualdad (3.39). Los núcleos correspondientes a pesos de
Jacobi generalizados satisfacen la estimación (1.10):

Kn(x, x) ∼ n(1− x + n−2)−(2α+1)/2(1 + x + n−2)−(2β+1)/2

N∏
i=1

(|x− ti|+ n−1)−γi

y por lo tanto (3.39) es cierta si k = 0.
Por otro lado, con la notación que hemos adoptado, de (3.15) se tiene la siguiente
fórmula:

Ln(x, x) =
1

1 + MkKn(ak, ak)
Kn(x, x) +

MkKn(ak, ak)

1 + MkKn(ak, ak)
(x− ak)

2Kak
n−1(x, x),

donde los núcleos Kn corresponden a dµ(x) = w(x) dx +
∑k−1

i=1 Miδai
y los núcleos

Kak
n , a (x− ak)

2 dµ. Es decir:

Ln(x, x) = CnKn(x, x) + (1− Cn)(x− ak)
2Kak

n−1(x, x),

con Cn ∈ (0, 1). Procediendo ahora por inducción, igual que en el apartado a), se
demuestra la acotación (3.39), con lo que la proposición queda probada.



94 Modificaciones por deltas de Dirac

La proposición anterior se refiere solamente a acotaciones superiores, lo que en
ciertas ocasiones no es suficiente. Necesitaremos conocer exactamente, por ejemplo,
el orden de crecimiento de los núcleos Ln(x, x). En el caso de un peso de Jacobi
generalizado, sin parte singular, disponemos de la estimación (1.10), que es global,
para x ∈ [−1, 1] y todo n:

Kn(x, x) ∼ n(1− x + n−2)−(2α+1)/2(1 + x + n−2)−(2β+1)/2

N∏
i=1

(|x− ti|+ n−1)−γi .

Sin embargo, la estimación anterior no puede seguir siendo cierta, cuando añadimos
deltas, en los puntos ai con masa: en tales puntos, ĺımn→∞ Ln(ai, ai) ∈ R. Esto
puede deducirse de (3.15), con x = y = ai; o bien de la propiedad de los núcleos
de ser los inversos de las funciones de Christoffel, que a su vez son mı́nimos de
ciertas integrales (véase [Nv], pág. 4, por ejemplo). Por el contrario, la parte de la
derecha de la expresión precedente no está acotada en ningún punto de [−1, 1].

No obstante, śı podemos llegar a dicha estimación, puntualmente, en los puntos
sin masa; esto será bastante para los cálculos posteriores.

Proposición 3.14.

a) Sea t ∈ (−1, 1), t 6= ai para todo i; sea γ su exponente en w. Entonces,
Ln(t, t) ∼ n1+γ.

b) Supongamos que ai 6= 1 para todo i. Entonces, Ln(1, 1) ∼ n2α+2.

c) Supongamos que ai 6= −1 para todo i. Entonces, Ln(−1,−1) ∼ n2β+2.

Demostración:
Por inducción sobre el número k de deltas de Dirac.
Si k = 0, la medida es un peso de Jacobi generalizado y tenemos la estima-
ción (1.10):

Ln(x, x) ∼ n(1− x + n−2)−(2α+1)/2(1 + x + n−2)−(2β+1)/2

N∏
i=1

(|x− ti|+ n−1)−γi ,

de donde se deduce que:

Ln(t, t) ∼ n1+γ, Ln(1, 1) ∼ n2α+2, Ln(−1,−1) ∼ n2β+2.

Es decir, la propiedad es cierta en este caso. Nótese que las respectivas hipótesis
ai 6= t, ai 6= 1, ai 6= −1 se cumplen trivialmente, porque no hay ningún punto ai.
Sea ahora k > 0 y supongamos que la propiedad es cierta para k − 1 deltas de
Dirac.
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Sean dµ(x) = w(x) dx +
∑k−1

i=1 Miδai
y {Kn} la sucesión de sus núcleos. {Kak

n } es
la sucesión de núcleos de

(x− ak)
2 dµ(x) = (x− ak)

2w(x) dx +
k−1∑
i=1

(ai − ak)
2Miδai

(x).

Puesto que dν = w(x) dx +
∑k

i=1 Miδai
= dµ + Mkδak

, de (3.15) se tiene, ∀x ∈
[−1, 1],

(3.42) Ln(x, x) = CnKn(x, x) + (1− Cn)(x− ak)
2Kak

n−1(x, x), con Cn ∈ (0, 1).

Tanto dµ como (x− ak)
2 dµ son pesos de Jacobi generalizados más k− 1 deltas de

Dirac, por lo que:

Kn(t, t) ∼ n1+γ; Kak
n−1(t, t) ∼ (n− 1)1+γ ∼ n1+γ si t 6= ai, 1 ≤ i ≤ k − 1;

Kn(1, 1) ∼ n2α+2; Kak
n−1(1, 1) ∼ (n− 1)2α+2 ∼ n2α+2 si ai 6= 1, 1 ≤ i ≤ k − 1;

Kn(−1,−1) ∼ n2β+2; Kak
n−1(−1,−1) ∼ (n−1)2β+2 ∼ n2β+2 si ai 6= 1, 1 ≤ i ≤ k−1.

Teniendo en cuenta que, fijado x 6= ak, (x−ak)
2 es una constante no nula, a partir

de estas estimaciones obtenemos las mismas para los núcleos Ln, mediante (3.42).
Por lo tanto, si la proposición se cumple con k − 1 deltas también se cumple
con k deltas de Dirac. Luego es válida para cualquier número k de deltas, como
queŕıamos demostrar.

Para estudiar la convergencia en media de la serie de Fourier para la medida
dν = w(x) dx +

∑k
i=1 Miδai

, disponemos del teorema 3.8 y la proposición 3.12.
En el primero se dan tres condiciones necesarias y suficientes para la convergencia;
de ellas, dos se refieren a la norma de los núcleos Ln(x, ai) con pesos, por lo que
es interesante encontrar cotas adecuadas de dichos núcleos. Esto es lo que nos
proporciona el siguiente resultado:

Proposición 3.15.

a) Sea 1 ≤ i ≤ k y supongamos que ai 6= ±1. Existe una constante C tal que
∀x ∈ [−1, 1] y para todo n ≥ 1,

|Ln(x, ai)| ≤ C(1− x + n−2)−
2α+1

4 (1 + x + n−2)−
2β+1

4

∏
tj 6=ai

(|x− tj|+ n−1)−
γj
2 .

b) Si en 1 hay una delta de Dirac, entonces existe una constante C tal que
∀x ∈ [−1, 1] y para todo n ≥ 1,

|Ln(x, 1)| ≤ C(1 + x + n−2)−(2β+1)/4

N∏
i=1

(|x− ti|+ n−1)−γi/2.
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c) Si en −1 hay una delta de Dirac, entonces existe una constante C tal que
∀x ∈ [−1, 1] y para todo n ≥ 1,

|Ln(x,−1)| ≤ C(1− x + n−2)−(2α+1)/4

N∏
i=1

(|x− ti|+ n−1)−γi/2.

Demostración:
a) Sea 1 ≤ i ≤ k, ai 6= ±1. Sea γ el exponente de |x− ai| en w. Definamos:

dµ = w(x) dx +
k∑

j=1,j 6=i

Mjδaj
.

Es decir, dν = dµ + Miδai
. Sean {Pn} y {Kn} los polinomios ortonormales y los

núcleos de dµ y kn el coeficiente director de Pn, para cada n. Análogamente, {P ai
n },

{Kai
n } y kai

n con relación a (x− ai)
2 dµ. Por comodidad, sea

Ψn(x) = (1− x + n−2)−(2α+1)/4(1 + x + n−2)−(2β+1)/4
∏

tj 6=ai

(|x− tj|+ n−1)−γj/2.

Tenemos entonces que demostrar que |Ln(x, ai)| ≤ CΨn(x). Para los núcleos
Ln(x, ai) tenemos, por (3.15), la fórmula:

Ln(x, ai) =
1

1 + MiKn(ai, ai)
Kn(x, ai).

A su vez, según el lema 3.1:

Kn(x, ai) =
kn

kai
n

Pn(ai)P
ai
n (x)−

kai
n−1

kn+1

Pn+1(ai)P
ai
n−1(x).

Por lo tanto,

(3.43) Ln(x, ai) =
kn

kai
n

Pn(ai)

1 + MiKn(ai, ai)
P ai

n (x)−
kai

n−1

kn+1

Pn+1(ai)

1 + MiKn(ai, ai)
P ai

n−1(x).

Vamos a acotar ahora la expresión de la derecha. En primer lugar, por la desigual-
dad (3.38), obtenemos:

(3.44) |Pn(ai)| ≤ Cnγ/2;

(3.45) |P ai
n (x)| ≤ C(|x− ai|+ n−1)−(γ+2)/2Ψn(x).
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Debido a que n ∼ n− 1, no es dif́ıcil demostrar que P ai
n−1 satisface (3.45), pero sin

necesidad de sustituir n por n− 1. Por supuesto, Pn+1 cumple (3.44) sin cambiar
n por n + 1.
En cuanto a los Kn(ai, ai), la medida dµ no tiene deltas en ai, de modo que, según
la proposición 3.14.a), se cumple la estimación:

(3.46) Kn(ai, ai) ∼ n1+γ.

Por otra parte, sop dµ = [−1, 1] y µ′ > 0 en casi todo punto, aśı que, por el
lema 3.2:

(3.47) ĺım
n→∞

kn

kai
n

=
1

2
; ĺım

n→∞

kai
n−1

kn+1

=
1

2
.

De (3.44), (3.46) y (3.47) se deduce entonces que:∣∣∣∣ kn

kai
n

Pn(ai)

1 + MiKn(ai, ai)

∣∣∣∣ ≤ Cn−1−γ/2;

∣∣∣∣kai
n−1

kn+1

Pn+1(ai)

1 + MiKn(ai, ai)

∣∣∣∣ ≤ Cn−1−γ/2.

Sustituyendo estas acotaciones y (3.45), con su análoga para P ai
n−1, en (3.43), ob-

tenemos:

|Ln(x, ai)| ≤ Cn−1−γ/2(|x− ai|+ n−1)−1−γ/2Ψn(x).

Pero como γ > −1, −1 − γ/2 < 0; luego (|x − ai| + n−1)−1−γ/2 < (n−1)−1−γ/2 y,
por fin, |Ln(x, ai)| ≤ CΨn(x), como queŕıamos demostrar.
b) Sea dµ = w(x) dx +

∑k
i=1,ai 6=1 Miδai

, con lo que dν = dµ + Mδ1, con M > 0.
Sean {Pn} y {Kn} los polinomios ortonormales y los núcleos de dµ y kn el coeficien-
te director de Pn, para cada n. Sean ahora {Rn} los polinomios ortonormales con
respecto a (1−x) dµ y {rn} sus coeficientes directores. Observemos que (1−x) dµ
es también un peso de Jacobi generalizado más deltas de Dirac:

(1− x) dµ = (1− x)w(x) dx +
k∑

i=1,ai 6=1

(1− ai)Miδai
.

Los núcleos Kn(x, 1) están caracterizados por la propiedad siguiente (proposi-
ción 1.9):∫ 1

−1

Kn(x, 1)P (x)dµ(x) = P (1) ∀ polinomio P de grado no superior a n.
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Por lo tanto: ∫ 1

−1

Kn(x, 1)Rm(x)(1− x) dµ(x) = 0, 0 ≤ m < n,

de donde Kn(x, 1) es igual a Rn(x), salvo un factor constante. Examinando ahora
sus respectivos coeficientes directores, resulta:

Kn(x, 1) =
kn

rn

Pn(1)Rn(x).

De esta manera, la fórmula Ln(x, 1) = 1
1+MKn(1,1)

Kn(x, 1), a la que llegamos

por (3.15), se convierte en:

(3.48) Ln(x, 1) =
kn

rn

Pn(1)

1 + MKn(1, 1)
Rn(x).

Tanto dµ como (1− x) dµ son pesos de Jacobi generalizados más deltas de Dirac,
con exponentes α y α + 1 en (1 − x), respectivamente; además, las deltas están
colocadas en puntos distintos del 1. De las proposiciones 3.13 y 3.14 se deduce
inmediatamente que:

(3.49) |Pn(1)| ≤ Cnα+1/2;

(3.50) |Rn(x)| ≤ C(1−x+n−2)−(2α+3)/4(1+x+n−2)−(2β+1)/4

N∏
i=1

(|x−ti|+n−1)−γi/2;

(3.51) Kn(1, 1) ∼ n2(α+1).

Además, usando la desigualdad de Hölder,

kn

rn

=

∫ 1

−1

Rn(x)Pn(x)(1− x) dµ(x) ≤

≤
(∫ 1

−1

Rn(x)2(1− x)2 dµ(x)

)1/2(∫ 1

−1

Pn(x)2 dµ(x)

)1/2

≤

≤
√

2

(∫ 1

−1

Rn(x)2(1− x) dµ(x)

)1/2(∫ 1

−1

Pn(x)2 dµ(x)

)1/2

=
√

2.

Con esta acotación y (3.49), (3.50) y (3.51) se llega, por (3.48), a que:

|Ln(x, 1)| ≤ Cn−α− 3
2 (1− x + n−2)−

2α+3
4 (1 + x + n−2)−

2β+1
4

N∏
i=1

(|x− ti|+ n−1)−
γi
2 ;
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Y de esto se obtiene el apartado b) de la proposición, sin más que observar que

α > −1 ⇒ −2α+3
4

< 0 ⇒ n−α− 3
2 (1− x + n−2)−

2α+3
4 ≤ n−α− 3

2 (n−2)−
2α+3

4 = 1.

El apartado c) se demuestra de la misma manera que el b), con lo que la proposición
queda probada.

Podemos ahora resolver el problema de la acotación en media de la serie de
Fourier para medidas que son suma de un peso de Jacobi generalizado y de deltas
de Dirac en el intervalo [−1, 1]:

Teorema 3.16. Sea, como hasta ahora, dν(x) = w(x) dx +
∑k

i=1 Miδai
, donde w

cumple (3.37) y 1 < p < ∞. Sean:

u(x) = (1− x)a(1 + x)b

N∏
i=1

|x− ti|gi ∀x 6= ai ∀i, 0 < u(ai) < +∞;

v(x) = (1− x)A(1 + x)B

N∏
i=1

|x− ti|Gi ∀x 6= ai ∀i, 0 < v(ai) < +∞.

Por último, sea Sn (n ∈ N) la suma parcial enésima del desarrollo de Fourier
con respecto a los polinomios ortonormales de dν. Entonces son equivalentes las
siguientes afirmaciones:

a) ∃C > 0 tal que ‖Snf‖Lp(up dν) ≤ C‖f‖Lp(vp dν) ∀f ∈ Lp(vp dν), ∀n ∈ N.

b) Se verifican las condiciones:

(3.52)

{
A + (α + 1)(1

p
− 1

2
) < 1

4
; B + (β + 1)(1

p
− 1

2
) < 1

4
;

Gi + (γi + 1)(1
p
− 1

2
) < 1

2
∀i;

(3.53)

{
A + (α + 1)(1

p
− 1

2
) < α+1

2
; B + (β + 1)(1

p
− 1

2
) < β+1

2
;

Gi + (γi + 1)(1
p
− 1

2
) < γi+1

2
∀i;

(3.54)

{
a + (α + 1)(1

p
− 1

2
) > −1

4
; b + (β + 1)(1

p
− 1

2
) > −1

4
;

gi + (γi + 1)(1
p
− 1

2
) > −1

2
∀i;

(3.55)

{
a + (α + 1)(1

p
− 1

2
) > −α+1

2
; b + (β + 1)(1

p
− 1

2
) > −β+1

2
;

gi + (γi + 1)(1
p
− 1

2
) > −γi+1

2
∀i;

(3.56) A ≤ a; B ≤ b; Gi ≤ gi ∀i.
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Demostración:
b) ⇒ a): de acuerdo con el teorema 3.8 y la proposición 3.12, teniendo en cuenta
que 0 < u(ai) y v(ai) < +∞ ∀i, basta probar las tres desigualdades siguientes:

(3.57) ‖u|x− aj1|1−2/p · · · |x− ajr |1−2/pS
aj1

,...,ajr
n f‖Lp(|x−aj1

|2···|x−ajr |2w) ≤

≤ C‖v|x− aj1|1−2/p · · · |x− ajr |1−2/pf‖Lp(|x−aj1
|2···|x−ajr |2w)

para cada subconjunto {j1, . . . jr} de {1, . . . k}, donde S
aj1

,...,ajr
n es la suma parcial

enésima de la serie de Fourier correspondiente a |x− aj1|2 . . . |x− ajr |2w(x) dx;

(3.58) ‖Ln(x, ai)‖Lq(v−qw) ≤ C∀n ∈ N;

(3.59) ‖Ln(x, ai)‖Lp(upw) ≤ C∀n ∈ N.

La primera condición se refiere sólo a la acotación en media para pesos de Jacobi
generalizados, sin parte singular; este caso está ya bien estudiado. Para las otras
dos, utilizaremos las cotas de los Ln(x, ai) halladas anteriormente. Comencemos
por la condición (3.57):
Se trata de la acotación de la serie de Fourier para el peso de Jacobi generalizado
w0(x) = |x− aj1 |2 . . . |x− ajr |2w(x), con los pesos

u0(x) = |x− aj1|1−2/p · · · |x− ajr |1−2/pu(x)

y
v0(x) = |x− aj1|1−2/p · · · |x− ajr |1−2/pv(x).

En esta situación, las condiciones (3.52)-(3.56), sustituyendo α, a, A, etc. por los
exponentes de w0, u0 y v0, son suficientes (también necesarias) para la acotación
en media. Sólo hace falta escribir (3.52)-(3.56) para estos pesos y comprobar que
se verifican.
En los puntos distintos de los ai, w0, u0 y v0 tienen los mismos exponentes que w,
u y v, respectivamente. Y si en un punto ai los exponentes de w, u y v son γ, g y
G, entonces los de w0, u0 y v0 son γ + 2, g + 1− 2/p y G + 1− 2/p. Por lo tanto,
las desigualdades que deben cumplirse para tener (3.57) son:

- en los puntos distintos de los ai, las mismas (3.52)-(3.56), que suponemos
ciertas;

- en los puntos ai, las desigualdades siguientes, si ai = 1, o sus análogas con β
o γi:

(A + 1− 2

p
) + (α + 2 + 1)(

1

p
− 1

2
) <

1

4
;
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(A + 1− 2

p
) + (α + 2 + 1)(

1

p
− 1

2
) <

α + 2 + 1

2
;

(a + 1− 2

p
) + (α + 2 + 1)(

1

p
− 1

2
) > −1

4
;

(a + 1− 2

p
) + (α + 2 + 1)(

1

p
− 1

2
) > −α + 2 + 1

2
;

A + 1− 2

p
≤ a + 1− 2

p
;

y es inmediato comprobar que estas desigualdades se verifican si lo ha-
cen (3.52)-(3.56). Por consiguiente, se cumple (3.57).

Veamos ahora (3.58). Para los núcleos Ln(x, ai) tenemos las acotaciones de la
proposición 3.15, que son, según los casos ai 6= ±1, ai = 1 o ai = −1, las siguientes:

|Ln(x, ai)| ≤ C(1−x+n−2)−(2α+1)/4(1+x+n−2)−(2β+1)/4
∏

tj 6=ai

(|x− tj|+n−1)−γj/2,

|Ln(x, 1)| ≤ C(1 + x + n−2)−(2β+1)/4

N∏
i=1

(|x− ti|+ n−1)−γi/2,

|Ln(x,−1)| ≤ C(1− x + n−2)−(2α+1)/4

N∏
i=1

(|x− ti|+ n−1)−γi/2.

Supongamos, por concretar, que ai 6= ±1. Según lo anterior,∫ 1

−1

|Ln(x, ai)|qv(x)−qw(x) dx ≤

≤ C

∫ 1

−1

(1−x+n−2)−q 2α+1
4 (1+x+n−2)−q 2β+1

4

∏
tj 6=ai

(|x−tj|+n−1)−q
γj
2 v(x)−qw(x) dx.

Si podemos aplicar el teorema de la convergencia dominada a esta última expresión,
entonces llegaremos, por ser

ĺım
n→∞

(1− x + n−2)−q(2α+1)/4(1 + x + n−2)−q(2β+1)/4
∏

tj 6=ai

(|x− tj|+ n−1)−qγj/2 =

= (1− x)−q(2α+1)/4(1 + x)−q(2β+1)/4
∏

tj 6=ai

|x− tj|−qγj/2,

a que

lim
n→∞

∫ 1

−1

|Ln(x, ai)|qv(x)−qw(x) dx ≤
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(3.60) ≤ C

∫ 1

−1

(1− x)−q(2α+1)/4(1 + x)−q(2β+1)/4
∏

tj 6=ai

|x− tj|−qγj/2v(x)−qw(x) dx,

con lo que sólo habrá que comprobar que esta integral es finita.
Veamos antes que se puede aplicar el teorema de la convergencia dominada: cada
uno de los factores (1 − x + n−2)−q(2α+1)/4 , (1 + x + n−2)−q(2β+1)/4 y (|x − tj| +
n−1)−qγj/2 está acotado por su respectivo ĺımite (si el exponente es negativo) o por
una constante (cuando el exponente es positivo, por ser 1− x + n−2, 1 + x + n−2,
|x− ti|+ n−1 < 3). Por consiguiente, sólo hay que comprobar la integrabilidad de:

(3.61)

∫ 1

−1

(1− x)E(1)(1 + x)E(−1)

∏
tj 6=ai

|x− tj|Ejv(x)−qw(x) dx,

donde E(1) = mı́n{−q 2α+1
4

, 0}, E(−1) = mı́n{−q 2β+1
4

, 0}, Ej = mı́n{−q
γj

2
, 0}. Es

decir, teniendo en cuenta que

v(x)−qw(x) = (1− x)−Aq+α(1 + x)−Bq+β

N∏
i=1

|x− ti|−Giq+γj ,

hay que probar:

E(1) − Aq + α > −1; E(−1) −Bq + β > −1;

Ej −Gjq + γj > −1 si tj 6= ai; −Gjq + γj > −1 si tj = ai.

Y, una vez hecho esto, habrá que probar, para demostrar que la integral que aparece
en (3.60) es finita, lo siguiente:

−q(2α + 1)/4− Aq + α > −1; −q(2β + 1)/4−Bq + β > −1;

−qγj/2−Gjq + γj > −1 si tj 6= ai; −Gjq + γj > −1 si tj = ai.

Todo esto será cierto si se cumplen:

(3.62) −q 2α+1
4
−Aq+α > −1; −q 2β+1

4
−Bq+β > −1; −q

γj

2
−Gjq+γj > −1 ∀j;

(3.63) −Aq + α > −1; −Bq + β > −1; −Gjq + γj > −1 ∀j.

A idéntica conclusión se llega si ai = ±1: en los pasos intermedios (3.60) y (3.61)
desaparecen entonces los factores (1 − x) o (1 + x) y la restricción tj 6= ai, pero,
finalmente, (3.62) y (3.63) vuelven a ser suficientes para (3.58). En definitiva, si
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demostramos (3.62) y (3.63), habremos demostrado también la acotación (3.58).
Es fácil comprobar que estas desigualdades se cumplen:

− q(2α + 1)/4− Aq + α > −1 ⇔ (2α + 1)/4 + A + (α + 1)(−1/q) < 0 ⇔
⇔ (2α+1)/4+A+(α+1)(1/p−1) < 0 ⇔ A+(α+1)(1/p−1/2) < 1/4 ⇐ (3.52);

análogamente, (3.52) ⇒ −q(2β + 1)/4−Bq + β > −1;

− qγj/2−Gjq + γj > −1 ⇔ γj/2 + Gj + (γj + 1)(−1/q) < 0 ⇔
⇔ γj/2+Gj+(γj+1)(1/p−1) < 0 ⇔ Gj+(γj+1)(1/p−1/2) < 1/2 ⇐ (3.52), ∀j;

−Aq+α > −1 ⇔ A+(α+1)(−1/q) < 0 ⇔ A+(α+1)(1/p−1/2) < α+1
2
⇐ (3.53);

análogamente, (3.53) ⇒ −Bq + β > −1 y −Gjq + γj > −1 ∀j.
Es decir: (3.62) y (3.63) son ciertas y, por lo tanto, (3.58).
Sólo falta demostrar (3.59). Pero esta es la misma (3.58), cambiando q por p y v por
u−1. Por consiguiente, para ver que se cumple basta con probar las desigualdades
correspondientes a (3.62) y (3.63) con dichos cambios, esto es:

(3.64) −p2α+1
4

+ap+α > −1; −p2β+1
4

+bp+β > −1; −p
γj

2
+gjp+γj > −1 ∀j;

(3.65) ap + α > −1; bp + β > −1; gjp + γj > −1 ∀j.

De nuevo se trata de una simple comprobación:

− p(2α + 1)/4 + ap + α > −1 ⇔ a + (α + 1)/p > (2α + 1)/4 ⇔
⇔ a + (α + 1)(1/p− 1/2) > −1/4 ⇐ (3.54);

análogamente, (3.54) ⇒ −p(2β + 1)/4 + bp + β > −1;

− pγj/2 + gjp + γj > −1 ⇔ gj + (γj + 1)/p > γj/2 ⇔
⇔ gj + (γj + 1)(1/p− 1/2) > −1/2 ⇐ (3.54), ∀j;

ap + α > −1 ⇔ a + (α + 1)(1/p− 1/2) > −(α + 1)/2 ⇐ (3.55);

análogamente, (3.55) ⇒ bp + β > −1 y gjp + γj > −1 ∀j.
Luego (3.64) y (3.65) se cumplen y, por lo tanto, (3.59). Esto demuestra que b) ⇒
a).
a) ⇒ b): Aplicando el teorema 1.12 de Máté - Nevai - Totik sobre las condiciones
necesarias para la convergencia en media, resultan (3.52), (3.53), (3.54) y (3.55),
como para el caso de un peso de Jacobi generalizado, sin parte singular. En cuanto
a las desigualdades (3.56), se obtienen también repitiendo el argumento empleado
en el teorema 1.15 para pesos de Jacobi generalizados, sin deltas de Dirac.
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Según el resultado que acabamos de demostrar, en el caso de un peso de Jacobi
generalizado la adición de una cantidad finita de deltas de Dirac en [−1, 1] no
modifica el intervalo de convergencia en media, con pesos de esta misma clase. El
siguiente paso puede ser preguntarse por la acotación débil o la débil restringida, en
los extremos del intervalo de convergencia en media. Los resultados que conocemos
para la parte absolutamente continua (véase el caṕıtulo II) se refieren sólo a pesos
de Jacobi. Por lo tanto, nos restringiremos a pesos de Jacobi más deltas de Dirac
para el estudio de las acotaciones débil y débil restringida; o más exactamente,
a pesos de la forma (3.37) con γi = 0 ∀i (es decir, permitimos la presencia de la
función h que aparece en los pesos de Jacobi generalizados). Sea desde ahora:

dν = w(x) dx +
k∑

i=1

Miδai
sobre el intervalo [−1, 1],

con
w(x) = h(x)(1− x)α(1 + x)β (α, β > −1)

y h una función continua y positiva en [−1, 1] y ω(h, δ)δ−1 ∈ L1(0, 2), siendo ω(h, δ)
el módulo de continuidad de h.

Asimismo, sea u(x) = (1 − x)a(1 + x)b si x 6= ai ∀i, 0 < u(ai) < ∞ ∀i y sea
1 < p < ∞.

Los resultados a los que nos referimos sobre acotación débil y débil restringida
para pesos de Jacobi son los 2.9 a 2.17. En realidad, sus demostraciones se basan
únicamente en que las sumas parciales Sn de la serie de Fourier se pueden expresar
en la forma

Sn(f, x) =

∫ 1

−1

Kn(x, y)f(y)w(y) dy, donde:

a) los núcleos Kn admiten la descomposición de Pollard, con la propiedad:
ĺımn→∞ rn = −1/2 y ĺımn→∞ sn = 1/2;

b) los polinomios que aparecen en la descomposición de Pollard satisfacen la
acotación: |Pn(x)| ≤ C(1− x + 1

n2 )
−(2α+1)/4(1 + x + 1

n2 )
−(2β+1)/4; y su corres-

pondiente para los polinomios {Qn};

c) el teorema 1.11 y el lema 2.3 para los polinomios {Pn} y {Qn};

d) otras condiciones sobre el peso w.

Si ahora llamamos Ln(x, y) a los núcleos relativos a nuestra medida dν y defi-
nimos, como en (3.26), los operadores

Tnf(x) =

∫
R

Ln(x, y)f(y)w(y) dy,



Pesos de Jacobi generalizados 105

resulta que los núcleos Ln de estos operadores cumplen también a), b) y c). Por
lo tanto, las mismas condiciones que antes sobre el peso w son necesarias para la
acotación débil o suficientes para la débil restringida de los Tn, todo ello con el peso
w. De acuerdo con el teorema 3.8, esas condiciones necesarias lo seguirán siendo
para la acotación débil de la serie de Fourier Sn relativa a dν. Es decir, siguen
siendo válidos los teoremas 2.9 y 2.10 y su corolario 2.11, que aqúı reproducimos:

Teorema 3.17. Con la notación precedente, 1 < p < ∞ y α, β ≥ −1/2, no hay
acotación débil ‖uSnf‖Lp

∗(dν) ≤ C‖uf‖Lp(dν) ∀n ≥ 0 en los extremos del intervalo
de convergencia en media. Tampoco existe si u = 1 y α, β > −1.

En cuanto a la acotación débil restringida, habrá que comprobar que esas con-
diciones, que aseguran la acotación débil restringida de los Tn, bastan también
para la acotación de los núcleos Ln(x, ai) que aparecen en el teorema 3.10 o la
observación 3.11. Pero ello se va a deducir fácilmente de la proposición 3.15, como
vemos seguidamente:

Proposición 3.18. Con la notación anterior y 1 < p < ∞, si se verifican las
condiciones:

(3.66) a + (α + 1)(
1

p
− 1

2
) ≤ 1

4
, b + (β + 1)(

1

p
− 1

2
) ≤ 1

4
,

(3.67) a + (α + 1)(
1

p
− 1

2
) ≤ α + 1

2
, b + (β + 1)(

1

p
− 1

2
) ≤ β + 1

2
,

entonces existe una constante C > 0 tal que

(3.68) ‖u(x)−1Ln(x, ai)‖Lq
∗(w) ≤ C ∀n ∈ N ∀i.

Y si se cumplen:

(3.69) a + (α + 1)(
1

p
− 1

2
) ≥ −1

4
, b + (β + 1)(

1

p
− 1

2
) ≥ −1

4
,

(3.70) a + (α + 1)(
1

p
− 1

2
) ≥ −α + 1

2
, b + (β + 1)(

1

p
− 1

2
) ≥ −β + 1

2
,

entonces existe una constante C > 0 tal que

(3.71) ‖u(x)Ln(x, ai)‖Lp
∗(w) ≤ C ∀n ∈ N ∀i.

Demostración:
a) Veamos la acotación (3.68). De acuerdo con la proposición 3.15,

|Ln(x, ai)| ≤ C(1− x + n−2)−(2α+1)/4(1 + x + n−2)−(2β+1)/4 si ai 6= ±1;
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|Ln(x, 1)| ≤ C(1 + x + n−2)−(2β+1)/4 si en 1 hay una delta de Dirac;

|Ln(x,−1)| ≤ C(1− x + n−2)−(2α+1)/4 si en − 1 hay una delta de Dirac.

Por lo tanto, sólo hace falta probar la acotación:

(3.72) ‖(1− x + n−2)E1(1 + x + n−2)E−1u(x)−1‖Lq
∗(w) ≤ C ∀n ∈ N,

donde o bien E1 = 0, o bien E1 = −(2α + 1)/4 y análogamente con E−1. Procede-
mos de la misma manera que en el teorema 3.16: la expresión (1− x + n−2)E1(1 +
x + n−2)E−1 tiene como ĺımite

(1− x)E1(1 + x)E−1

y está acotada por otra expresión del mismo tipo:

(1− x)F1(1 + x)F−1 ,

donde o bien F1 = 0, o bien F1 = −(2α+1)/4 y análogamente con F−1 (los valores
de F1 y F−1 dependen del signo de E1 y E−1, como en el teorema 3.16). Para poder
aplicar el teorema de la convergencia dominada y seguidamente deducir (3.72),
basta entonces con probar que

‖(1− x)E1(1 + x)E−1u(x)−1‖Lq
∗(w) ≤ C,

siempre que E1 tome los citados valores 0, −(2α + 1)/4 y lo correspondiente con
E−1. Y para esto, es suficiente con probar las cuatro desigualdades:

(3.73) ‖(1− x)−(2α+1)/4(1− x)−a‖Lq
∗((1−x)α) ≤ C;

(3.74) ‖(1− x)−a‖Lq
∗((1−x)α) ≤ C;

(3.75) ‖(1 + x)−(2β+1)/4(1 + x)−b‖Lq
∗((1+x)β) ≤ C;

(3.76) ‖(1 + x)−b‖Lq
∗((1+x)β) ≤ C.

Ahora bien, como 1/p + 1/q = 1, (3.67) equivale a:

a + (α + 1)(
1

2
− 1

q
) ≤ α + 1

2
, b + (β + 1)(

1

2
− 1

q
) ≤ β + 1

2
,

es decir: −aq+α+1 ≥ 0, −bq+β+1 ≥ 0. Por lo tanto, se cumplen (3.74) y (3.76).
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En cuanto a (3.73), se verifica ⇔ [−(2α + 1)/4− a]q + α ≥ −1 ⇔

⇔ (2α+1)/4+a+(α+1)(−1/q) ≤ 0 ⇔ (2α+1)/4+a+(α+1)(1/p−1) ≤ 0 ⇐ (3.66);

de la misma manera, (3.66) ⇒ (3.75).
La acotación (3.68) queda aśı demostrada.
b) La desigualdad (3.71) tiene la misma forma que (3.68), cambiando p por q y u
por u−1 . Por consiguiente, se verifica si lo hacen las condiciones que se obtienen
haciendo estos cambios en (3.73)-(3.76):

(3.77) [−2(α + 1)/4 + a]p + α ≥ −1;

(3.78) ap + α ≥ −1;

(3.79) [−2(β + 1)/4 + b]p + β ≥ −1;

(3.80) bp + β ≥ −1.

Ahora es fácil ver que (3.78) y (3.80) equivalen a (3.70) y que (3.77) y (3.79)
equivalen a (3.69), con lo que se tiene (3.71) y la proposición queda demostrada.

Por lo tanto, en virtud de lo anterior y de la observación 3.11, se verifican los
análogos a los teoremas 2.13 y 2.16 y sus corolarios 2.14 y 2.17:

Teorema 3.19. Sean α, β ≥ −1/2, 1 < p < ∞. Si se verifican las desigualdades

a + (α + 1)(
1

p
− 1

2
) <

1

4
, b + (β + 1)(

1

p
− 1

2
) <

1

4
,

a + (α + 1)(
1

p
− 1

2
) ≥ −1

4
, b + (β + 1)(

1

p
− 1

2
) ≥ −1

4
,

entonces existe una constante C tal que

‖uSn(u−1χE)‖Lp
∗(dν) ≤ C‖χE‖Lp(dν) ∀n, ∀E medible.

Corolario 3.20. Sean α, β ≥ −1/2, 1 < p < ∞. Si se verifican las desigualdades

a + (α + 1)(
1

p
− 1

2
) ≤ 1

4
, b + (β + 1)(

1

p
− 1

2
) ≤ 1

4
,

a + (α + 1)(
1

p
− 1

2
) > −1

4
, b + (β + 1)(

1

p
− 1

2
) > −1

4
,



108 Modificaciones por deltas de Dirac

entonces existe una constante C tal que

‖uSn(u−1χE)‖Lp
∗(dν) ≤ C‖χE‖Lp(dν) ∀n, ∀E medible.

Teorema 3.21. Sean α, β > −1, 1 < p < ∞. Si se verifican las desigualdades

(α + 1)(
1

p
− 1

2
) <

1

4
, (β + 1)(

1

p
− 1

2
) <

1

4
,

(α + 1)(
1

p
− 1

2
) ≥ −1

4
, (β + 1)(

1

p
− 1

2
) ≥ −1

4
,

entonces existe una constante C tal que

‖Sn(χE)‖Lp
∗(dν) ≤ C‖χE‖Lp(dν) ∀n, ∀E medible.

Corolario 3.22. Sean α, β > −1, 1 < p < ∞. Si se verifican las desigualdades

(α + 1)(
1

p
− 1

2
) ≤ 1

4
, (β + 1)(

1

p
− 1

2
) ≤ 1

4
,

(α + 1)(
1

p
− 1

2
) > −1

4
, (β + 1)(

1

p
− 1

2
) > −1

4
,

entonces existe una constante C tal que

‖Sn(χE)‖Lp
∗(dν) ≤ C‖χE‖Lp(dν) ∀n, ∀E medible.



§3. Pesos de Laguerre y de Hermite con una delta en el
cero

Tres son los sistemas más estudiados tradicionalmente en la teoŕıa de polino-
mios ortogonales. Uno de ellos es el de los polinomios de Jacobi, con sus casos
particulares de Legendre (α = β = 0), Chebyshev de primera (α = β = −1/2) y
de segunda especie (α = β = 1/2) y ultraesféricos o de Gegenbauer (α = β). A una
clase más amplia, la de los polinomios de Jacobi generalizados, hemos dedicado el
apartado segundo de este caṕıtulo. Los otros dos sistemas clásicos de polinomios
ortogonales son los de Laguerre y Hermite y a estos es a los que nos vamos a referir
a continuación.

Comencemos por el primero de ellos. α será un número real mayor que −1,
w(x) = e−xxα ∀x > 0 y dµ(x) = w(x) dx sobre [0, +∞). Como ya vimos, los poli-
nomios de Laguerre se definen como los polinomios Lα

n(x) ortogonales con respecto

a la medida dµ, con Lα
n(0) = Γ(n+α+1)

n!Γ(α+1)
. Estos polinomios no están normalizados,

sino que

‖Lα
n(x)‖2

L2(dµ) =
Γ(n + α + 1)

n!
.

La acotación en media con pesos de las sumas parciales de la serie de Fourier con
respecto a los polinomios de Laguerre (normalizados) fue estudiada por Mucken-
houpt en [Mu 2] y [Mu 3], para pesos u y v definidos de la siguiente manera:

(3.81) u(x) = w(x)1/2−1/p

(
x

1 + x

)a

(1 + x)b,

v(x) = w(x)1/2−1/p

(
x

1 + x

)A

(1 + x)B(1 + log+ x)β,

∀x > 0, donde log+ x = máx{log x, 0} y

β =

{
1 si b = B y p = 4 ó 4/3,

0 en otro caso.

En esta situación, se tiene ‖uSnf‖Lp(dµ) ≤ C‖vf‖Lp(dµ) ∀f , ∀n si se cumplen ciertas
condiciones [(1.24),. . . , (1.30)], que ya vimos en el primer caṕıtulo.

Nuestro objetivo es ahora aplicar los resultados de la primera parte de este
caṕıtulo a la medida dµ(x) = e−xxα dx sobre [0, +∞). Para ello, necesitamos
conocer propiedades de los polinomios ortonormales con respecto a medidas (x−
a)2 dµ, donde a es un punto en el que se añade una masa. Mientras que con los pesos
de Jacobi generalizados cualquiera de estas modificaciones por (x − a)2 produce
un nuevo peso de la misma clase, en el caso de los de Laguerre nos vemos forzados
a imponer a = 0; es decir, a añadir una delta de Dirac en el único punto singular
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del peso: el cero. En resumen, vamos a estudiar la convergencia en media para la
medida dν(x) = e−xxα dx + Mδ0(x) en [0, +∞).

Siguiendo la notación de todo este caṕıtulo, denotaremos por Ln(x, y) los
núcleos relativos a dν. Recordemos que Lα

n(x) indica el polinomio de Laguerre
de grado n. Pα

n (x) será el polinomio Lα
n(x) normalizado y, como ya se hizo en el

caṕıtulo I, Lα
n(x) = Pα

n (x)w1/2 = Pα
n (x)e−x/2xα/2.

Como en el apartado anterior, todo lo que debemos hacer es encontrar cotas
para las normas de los núcleos Ln(x, 0) relativos a dν. Esto va a ser posible gracias
a que Ln(x, 0) es, salvo un factor constante, igual a Pα+1

n (x):

Lema 3.23. Con la notación anterior, se tiene:

Ln(x, 0) = rnP
α+1
n (x), donde rn ∼ n−(α+1)/2.

Demostración:
Según hemos visto, Lα

n(0) = Γ(n+α+1)
n!Γ(α+1)

y ‖Lα
n(x)‖2

L2(dµ) = Γ(n+α+1)
n!

. Por lo tanto,

Pα
n (0) =

[
n!

Γ(n + α + 1)

]1/2
Γ(n + α + 1)

n!Γ(α + 1)
=

1

Γ(α + 1)

[
Γ(n + α + 1)

n!

]1/2

.

Utilizando ahora la fórmula de Stirling,

Pα
n (0)2 ∼ Γ(n + α + 1)

n!
∼ (n + α)n+αe−n−α

√
2π
√

n + α

nne−n
√

2π
√

n
=

= (1 +
α

n
)n+1/2(n + α)αe−α ∼ nα.

Llamemos {Kn(x, y)} a la sucesión de los núcleos de dµ. Entonces, si R es un
polinomio de grado no mayor que n, se tiene:∫ +∞

0

Kn(x, y)R(x) dµ(x) = R(y);

luego si R es un polinomio de grado menor que n,∫ +∞

0

Kn(x, 0)R(x)x dµ(x) = 0.

Por lo tanto, Kn(x, 0) es, salvo un factor constante, el polinomio ortonormal de
grado n de la medida x dµ(x) = e−xxα+1 dx sobre [0, +∞), es decir: Kn(x, 0) =
snP

α+1
n (x). Haciendo x = 0,

sn =
Kn(0, 0)

Pα+1
n (0)

.



Laguerre y Hermite 111

Y usando la fórmula (3.15) con a = 0, y = 0, resulta

Ln(x, 0) =
1

1 + MKn(0, 0)
Kn(x, 0) =

Kn(0, 0)

1 + MKn(0, 0)

1

Pα+1
n (0)

Pα+1
n (x);

finalmente,

rn =
Kn(0, 0)

1 + MKn(0, 0)

1

Pα+1
n (0)

∼ 1

Pα+1
n (0)

∼ n−(α+1)/2,

con lo que el lema queda demostrado.

Usando ahora las estimaciones conocidas para los polinomios de Laguerre, po-
demos encontrar condiciones que nos garanticen las acotaciones en norma de los
núcleos Ln(x, 0) que necesitamos para aplicar el teorema 3.8.

Proposición 3.24. Sea 1 < p < ∞, 1/p + 1/q = 1. Sea v definida como

v(x) = w(x)1/2−1/p

(
x

1 + x

)A

(1 + x)B(1 + log+ x)β ∀x > 0,

donde β = 0 ó 1. Si se verifican las condiciones:

A < 1− 1

p
+

α

2
,

B >
1

4
− 1

p

y

B ≥ −1

4
− 1

3p
,

entonces existe C > 0 tal que ‖Ln(x, 0)‖Lq(v−qw) ≤ C ∀n.

Demostración:
De acuerdo con el lema y si por Lq indicamos Lq(R+, dx), resulta:

‖Ln(x, 0)‖Lq(v−qw) ∼ n−(α+1)/2‖Pα+1
n v−1w1/q‖Lq =

= n−(α+1)/2‖(xw)1/2Pα+1
n x−1/2v−1w1/2−1/p‖Lq =

= n−(α+1)/2‖x−1/2

(
x

1 + x

)−A

(1 + x)−B(1 + log+ x)−βLα+1
n (x)‖Lq =

= n−(α+1)/2‖
(

x

1 + x

)−A−1/2

(1 + x)−B−1/2(1 + log+ x)−βLα+1
n (x)‖Lq .
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Hay que probar, por lo tanto, que

(3.82) n−q α+1
2

∫ +∞

0

(
x

1+x

)−q(A+ 1
2
)
(1 + x)−q(B+ 1

2
)(1 + log+ x)−qβ|Lα+1

n (x)|q dx < C.

Observemos que, por ser β ≥ 0, (1 + log+ x)−qβ ≤ 1, lo que emplearemos repeti-
damente. Para demostrar esta acotación, utilizamos la tabla de Muckenhoupt que
ya vimos en el primer caṕıtulo: existen constantes positivas C y γ tales que ∀n

(3.83) 0 ≤ x ≤ 1/σ ⇒ |Lα+1
n (x)| ≤ Cσ(α+1)/2x(α+1)/2;

(3.84) 1/σ < x ≤ σ/2 ⇒ |Lα+1
n (x)| ≤ Cσ−1/4x−1/4;

(3.85) σ/2 ≤ x ≤ 3σ/2 ⇒ |Lα+1
n (x)| ≤ Cσ−1/4(σ1/3 + |x− σ|)−1/4;

(3.86) 3σ/2 ≤ x ⇒ |Lα+1
n (x)| ≤ Ce−γx,

donde σ = 4n + 2α + 4 (luego σ ∼ n). Vamos a estudiar la integral en cada uno
de los intervalos (0, 1/σ), (1/σ, 1), (1, σ/2), (σ/2, 3σ/2) y (3σ/2, +∞).
a) De acuerdo con (3.83) y por ser 1 + x ∼ 1 en (0, 1/σ) y (1 + log+ x)−qβ ≤ 1,

n−q(α+1)/2

∫ 1/σ

0

(
x

1 + x

)−q(A+1/2)

(1 + x)−q(B+1/2)(1 + log+ x)−qβ|Lα+1
n (x)|q dx ≤

≤ Cn−q(α+1)/2

∫ 1/σ

0

x−q(A+1/2)+q(α+1)/2σq(γ+1)/2 dx ≤ C

∫ 1/σ

0

xq(α/2−A) dx;

como q(α/2 − A) > −1 ⇔ α/2 − A > 1/p − 1 ⇔ A < 1 − 1/p + α/2, lo que
se cumple por hipótesis, esta última integral resulta convergente y por lo tanto
acotada, ya que 1/σ ≤ C.
b) Usando ahora (3.84),

n−q(α+1)/2

∫ 1

1/σ

(
x

1 + x

)−q(A+1/2)

(1 + x)−q(B+1/2)(1 + log+ x)−qβ|Lα+1
n (x)|q dx ≤

≤ Cn−q(α+1)/2

∫ 1

1/σ

x−q(A+1/2)−q/4σ−q/4 dx ≤ Cn−q(α/2+3/4)

∫ 1

1/σ

x−q(A+3/4) dx;

teniendo en cuenta que
∫ 1

1/σ
x−q(A+3/4) dx ≤

≤


C si − q(A + 3/4) > −1,

C log σ si − q(A + 3/4) = −1,

Cσq(A+3/4)−1 si − q(A + 3/4) < −1,



Laguerre y Hermite 113

resulta:

Cn−q(α/2+3/4)

∫ 1

1/σ

x−q(A+3/4) dx ≤

≤


Cn−q(α/2+3/4) si − q(A + 3/4) > −1,

Cn−q(α/2+3/4) log n si − q(A + 3/4) = −1,

Cnq(A−α/2)−1 si − q(A + 3/4) < −1

y por consiguiente sólo hace falta ver que −q(α/2 + 3/4) y q(A − α/2) − 1 son
negativos. El primero śı lo es, puesto que α > −1; en cuanto al segundo valor:

q(A− α/2)− 1 < 0 ⇔ A− α/2 + 1/p− 1 < 0 ⇔ A < 1− 1/p + α/2,

lo que, por hipótesis, es cierto.
c) Cuando 1 ≤ x, x ∼ 1+x, aśı es que en (1, σ/2) podemos acotar la integral (3.82)
del siguiente modo, usando (3.84):

n−q(α+1)/2

∫ σ/2

1

(
x

1 + x

)−q(A+1/2)

(1 + x)−q(B+1/2)(1 + log+ x)−qβ|Lα+1
n (x)|q dx ≤

≤ Cn−q(α+1)/2

∫ σ/2

1

x−q(B+1/2)−q/4σ−q/4 dx = Cn−q(α/2+3/4)

∫ σ/2

1

x−q(B+3/4) dx;

como

∫ σ/2

1

x−q(B+3/4) dx ≤


C si − q(B + 3/4) < −1,

C log σ si − q(B + 3/4) = −1,

Cσ−q(B+3/4)+1 si − q(B + 3/4) > −1,

resulta:

n−q(α/2+3/4)

∫ σ/2

1

x−q(B+3/4) dx ≤

≤


Cn−q(α/2+3/4) si − q(B + 3/4) < −1,

Cn−q(α/2+3/4) log n si − q(B + 3/4) = −1,

Cn−q(B+α/2+3/2)+1 si − q(B + 3/4) > −1,

con lo que basta con comprobar que q(α/2 + 3/4) es positivo y que q(B + α/2 +
3/2)− 1 es no negativo. Lo primero es inmediato, porque α > −1; lo segundo:

q(B +α/2+3/2)−1 ≥ 0 ⇔ B +α/2+3/2+1/p−1 ≥ 0 ⇔ B ≥ −(α+1)/2−1/p,

lo que es cierto, porque B > 1/4− 1/p y 1/4 > 0 > −(α + 1)/2.
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d) En el intervalo (σ/2, 3σ/2) disponemos de la acotación (3.85); como 1 + x ∼
x ∼ σ ∼ n y 1 + log+ x = 1 + log x ∼ log x ∼ log σ ∼ log n, se tiene:

n−q(α+1)/2

∫ 3σ/2

σ/2

(
x

1 + x

)−q(A+1/2)

(1 + x)−q(B+1/2)(1 + log+ x)−qβ|Lα+1
n (x)|q dx ≤

≤ Cn−q(α+1)/2

∫ 3σ/2

σ/2

x−q(B+1/2)σ−q/4(σ1/3 + |x− σ|)−q/4(log x)−qβ dx ≤

≤ Cn−q(B+α/2+5/4)(log n)−qβ

∫ 3σ/2

σ/2

(σ1/3 + |x− σ|)−q/4 dx =

(haciendo el cambio y = (x− σ)/σ)

= Cn−q(B+α/2+5/4)(log n)−qβ

∫ 1/2

−1/2

(σ1/3 + σ|y|)−q/4σdy ≤

≤ Cn−q(B+α/2+5/4)+1(log n)−qβ

∫ 1/2

0

(σ1/3 + σy)−q/4 dy.

Podemos calcular esta integral según el valor de q:
Si q < 4, −q/4 > −1, luego∫ 1/2

0

(σ1/3 + σy)−q/4 dy = C
[
σ−1(σ1/3 + σy)−q/4+1

]1/2

0
=

= Cσ−1
[
(σ1/3 + σ/2)−q/4+1 − (σ1/3)−q/4+1

]
∼ Cσ−1σ−q/4+1 ∼ n−q/4,

ya que (σ1/3 + σ/2)−q/4+1 ∼ σ−q/4+1, de mayor orden que (σ1/3)−q/4+1.
Si q > 4, −q/4 < −1, luego∫ 1/2

0

(σ1/3 + σy)−q/4 dy = C
[
−σ−1(σ1/3 + σy)−q/4+1

]1/2

0
=

= Cσ−1
[
(σ1/3)−q/4+1 − (σ1/3 + σ/2)−q/4+1

]
∼ Cσ−1σ(−q/4+1)/3 ∼ n−q/12−2/3,

porque (σ1/3 + σ/2)−q/4+1 ∼ σ−q/4+1, de menor orden que (σ1/3)−q/4+1.
Si q = 4, entonces∫ 1/2

0

(σ1/3 + σy)−q/4 dy =
[
σ−1 log(σ1/3 + σy)

]1/2

0
=

= σ−1 log
σ1/3 + σ/2

σ1/3
∼ Cσ−1 log σ ∼ n−1 log n.
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Por lo tanto, n−q(B+α/2+5/4)+1(log n)−qβ
∫ 1/2

0
(σ1/3 + σy)−q/4 dy ≤

≤


Cn−q(B+α/2+3/2)+1(log n)−qβ si q < 4 (⇔ p > 4/3),

Cn−q(B+α/2+5/4)(log n)1−qβ si q = 4 (⇔ p = 4/3),

Cn−q(B+α/2+4/3)+1/3(log n)−qβ si q > 4 (⇔ p < 4/3),

con lo que basta probar:
−q(B + α/2 + 3/2) + 1 ≤ 0 si p > 4/3,

−q(B + α/2 + 5/4) < 0 si p = 4/3,

−q(B + α/2 + 4/3) + 1/3 ≤ 0 si p < 4/3

Las tres desigualdades se cumplen:

−q(B+α/2+3/2)+1 ≤ 0 ⇔ B+α/2+3/2+1/p−1 ≥ 0 ⇔ B ≥ −(α+1)/2−1/p,

lo que es cierto, porque B > 1/4− 1/p y 1/4 > 0 > −(α + 1)/2;

si p = 4/3,

−q(B + α/2 + 5/4) < 0 ⇔ B + α/2 + 1/2 + 3/4 > 0 ⇔ B > −(α + 1)/2− 1/p,

lo que es cierto, como la anterior;

−q(B + α/2 + 4/3) + 1/3 ≤ 0 ⇔ B + α/2 + 4/3 + 1/(3p)− 1/3 ≥ 0 ⇔

⇔ B ≥ −(α/2 + 3/4)− 1/4− 1/(3p),

lo que también se cumple, ya que B ≥ −1/4− 1/(3p) y 0 > −(α/2 + 3/4);

e) el último intervalo que nos queda es (3σ/2, +∞). En él tenemos la cota (3.86):
|Lα+1

n (x)| ≤ Ce−γx. Puesto que 1 + x ∼ x, tenemos:

n−q(α+1)/2

∫ +∞

3σ/2

(
x

1 + x

)−q(A+1/2)

(1 + x)−q(B+1/2)(1 + log+ x)−qβ|Lα+1
n (x)|q dx ≤

≤ Cn−q α+1
2

∫ +∞

3σ/2

x−q(B+1/2)e−γqx dx ≤ Cn−q α+1
2

∫ +∞

1

x−q(B+1/2)e−γqx dx ≤ C,

ya que la integral es convergente y −q(α + 1)/2 < 0.

Con esto, queda demostrada la proposición.

Para la norma ‖Ln(x, 0)‖Lp(upw) tenemos el resultado análogo:
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Corolario 3.25. Sea 1 < p < ∞, 1/p + 1/q = 1. Sea u definida como

u(x) = w(x)1/2−1/p

(
x

1 + x

)a

(1 + x)b ∀x > 0;

Si se verifican las condiciones:

a > −1

p
− α

2
,

b <
3

4
− 1

p
y

b ≤ 7

12
− 1

3p
,

entonces existe C > 0 tal que ‖Ln(x, 0)‖Lp(upw) ≤ C ∀n.

Demostración:
Se trata de estudiar la acotación de

‖Ln(x, 0)‖Lp(upw) = ‖Ln(x, 0)‖Lp((u−1)−pw);

como 1/p + 1/q = 1, 1/p− 1/2 = 1/2− 1/q, aśı es que:

u(x)−1 = w(x)1/2−1/q

(
x

1 + x

)−a

(1 + x)−b ∀x > 0;

luego sustituyendo p por q, A por−a y B por−b y haciendo β = 0 en la proposición
anterior, dicha acotación se verifica cuando:

−a < 1− 1

q
+

α

2
,

−b >
1

4
− 1

q
y

−b ≥ −1

4
− 1

3q
,

Pero estas condiciones equivalen a las de la hipótesis:

−a < 1− 1/q + α/2 ⇔ −a < 1/p + α/2 ⇔ a > −1/p− α/2;

−b > 1/4− 1/q ⇔ −b > 1/4 + 1/p− 1 ⇔ b < 3/4− 1/p;

−b > −1/4− 1/(3q) ⇔ −b > −1/4 + 1/(3p)− 1/3 ⇔ b < 7/12− 1/(3p);

Y el corolario está probado.
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Una vez estudiadas las normas de los núcleos, podemos analizar la convergencia
de la serie de Fourier relativa a dν(x) = dµ(x) + Mδ0(x). Para la medida dµ,
el resultado de Muckenhoupt ([Mu 3]) afirma que si u y v son dos pesos de la
forma (3.81), se cumple la acotación ‖uSnf‖Lp(dµ) ≤ C‖vf‖Lp(dµ) ∀f , ∀n si se
verifican las condiciones:

(3.87) a > −1

p
+ máx{−α

2
,
1

4
};

(3.88) A < 1− 1

p
−máx{−α

2
,
1

4
};

(3.89) A ≤ a;

(3.90)

{
b < 3

4
− 1

p
;

b ≤ 7
12
− 1

3p
;

(3.91)

{
B ≥ −1

4
− 1

3p
;

B > 1
4
− 1

p
;

(3.92)


b ≤ B + 1

2
− 2

3p
;

b ≤ B;

b ≤ B − 1
6

+ 2
3p

;

(3.93)
si en (3.92) se da alguna igualdad, entonces no se da en (3.90) ni en (3.91).

Además, todas las condiciones son necesarias, con la posible excepción de que
en (3.91) se tenga la igualdad B = 1

4
− 1

p
cuando p = 4 o p = 4/3 y b = B.

Las mismas bastan también para la acotación de la serie de Fourier con respecto
a dν:

Teorema 3.26. Sea Sn la suma parcial enésima de la serie de Fourier de los
polinomios ortonormales relativos a dν = w(x) dx+Mδ0(x) sobre [0, +∞), w(x) =
e−xxα, α > −1. Sean 1 < p < +∞ y u y v de la forma (3.81), con 0 < u(0) < +∞,
0 < v(0) < +∞. Si se cumplen las condiciones (3.87)-(3.93), entonces existe una
constante C > 0 tal que

‖uSnf‖Lp(dν) ≤ C‖vf‖Lp(dν) ∀f, ∀n.
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Demostración:
Denotemos por sn la serie de Fourier correspondiente al peso w(x) dx (es decir,
la de los polinomios de Laguerre de ı́ndice α) y por s0

n la de x2w(x) dx (es decir,
la de los polinomios de Laguerre de ı́ndice α + 2). Según el teorema 3.8 y la
proposición 3.12, basta comprobar lo siguiente:

a) ‖usnf‖Lp(w) ≤ C‖vf‖Lp(w) ∀f , ∀n;

b) ‖x1−2/pus0
nf‖Lp(x2w) ≤ C‖x1−2/pvf‖Lp(x2w) ∀f , ∀n;

c) ‖Ln(x, 0)‖Lq(v−qw) ≤ C ∀n;

d) ‖Ln(x, 0)‖Lp(upw) ≤ C ∀n.

Veamos cada una de las acotaciones:
a) Se cumple, puesto que es el resultado clásico de Muckenhoupt.
b) Es también una acotación de la serie de Fourier para un peso de Laguerre, pero
ahora con ı́ndice α + 2 y pesos u0(x) = x1−2/pu(x) y v0(x) = x1−2/pv(x). Veamos
entonces si se verifican las condiciones correspondientes a (3.87)-(3.93) para este
caso. Antes de nada, debemos expresar u0 y v0 en la forma análoga a (3.81):

u0(x) = x1−2/pu(x) = x1−2/pw(x)1/2−1/p

(
x

1 + x

)a

(1 + x)b =

= [x2w(x)]1/2−1/p

(
x

1 + x

)a

(1 + x)b;

v0(x) = x1−2/pv(x) = x1−2/pw(x)1/2−1/p

(
x

1 + x

)A

(1 + x)B(1 + log+ x)β =

= [x2w(x)]1/2−1/p

(
x

1 + x

)A

(1 + x)B(1 + log+ x)β.

Por lo tanto, deben cumplirse (3.87)-(3.93) con las mismas a, b, A y B y con α+2
en lugar de α. De esta manera, sólo hace falta comprobar las análogas a (3.87)
y (3.88), es decir:

a > −1

p
+ máx{−α + 2

2
,
1

4
}

y

A < 1− 1

p
−máx{−α + 2

2
,
1

4
};

pero es inmediato ver que (3.87) y (3.88) implican estas desigualdades.
c) Esta acotación se cumple, porque (3.88) y (3.91) implican las hipótesis de la
proposición 3.24.
d) También se cumple, por (3.87), (3.90) y el corolario 3.25.
Con esto, el teorema queda demostrado.
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Una vez que hemos estudiado la convergencia de la serie de Fourier para pesos
de Laguerre con una delta de Dirac en el origen, podemos trasladar sin ninguna
dificultad el mismo resultado al caso de pesos de Hermite generalizados, es decir,
pesos sobre toda la recta real de la forma w(x) = e−x2|x|2α, donde α > −1/2 (los
polinomios de Hermite clásicos corresponden a α = 0). Sea a partir de ahora w
este peso y sea dµ(x) = w(x) dx sobre R. El estudio de la serie de Fourier con
respecto a los polinomios ortonormales de dµ fue realizado por Varona (véase [V]),
relacionándola con la serie de Fourier para pesos de Laguerre; el resultado es el
siguiente: sea Snf la suma parcial enésima de la serie de Fourier y sean

(3.94) u(x) = w(x)1/2−1/p

(
|x|

1 + |x|

)a

(1 + |x|)b,

v(x) = w(x)1/2−1/p

(
|x|

1 + |x|

)A

(1 + |x|)B(1 + log+ |x|)β,

∀x 6= 0, donde

β =

{
1 si b = B y p = 4 ó 4/3

0 en otro caso.

En esta situación, se tiene ‖uSnf‖Lp(dµ) ≤ C‖vf‖Lp(dµ) ∀f , ∀n si se cumplen las
condiciones

(3.95) a > −1

p
+ máx{−α, 0};

(3.96) A < 1− 1

p
−máx{−α, 0};

(3.97) A ≤ a;

(3.98)

{
b < 1− 1

p
;

b ≤ 2
3

+ 1
3p

;

(3.99)

{
B ≥ −1 + 1

3p
;

B > −1
p
;

(3.100)


b ≤ B + 1− 4

3p
;

b ≤ B;

b ≤ B − 1
3

+ 4
3p

;
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(3.101)
si en (3.100) se da alguna igualdad, entonces no se da en (3.98) ni en (3.99).

Además, todas las condiciones son necesarias, con la posible excepción de que
en (3.99) se tenga la igualdad B = −1

p
cuando p = 4 o p = 4/3 y β = 1.

Consideremos entonces la medida que resulta de añadir a dµ una delta en el
origen: dν(x) = dµ(x)+Mδ0(x) = e−x2 |x|2α dx+Mδ0(x). Sean Jα

n (x, y) los núcleos
de dν(x) y Lα

n(x, y) los de la medida e−xxα dx+Mδ0(x) sobre [0, +∞), que hemos
tratado anteriormente en este apartado (es conveniente introducir el ı́ndice α en la
notación, por lo que sigue). La siguiente propiedad nos permite aplicar el estudio
hecho para medidas de Laguerre a medidas de Hermite generalizadas:

Proposición 3.27. Con la notación precedente,

Jα
2n(x, 0) = Jα

2n+1(x, 0) = Lα−1/2
n (x2, 0) ∀n.

Demostración:
Los núcleos Jα

n (x, y) lo son de la medida dν(x) = e−x2|x|2α dx + Mδ0(x), que es
par; luego los polinomios ortonormales Qn con respecto a dν son pares o impares,
según su grado, como se vio en la proposición 1.7. Es decir:

Q2n(x) = Rn(x2), Q2n+1(x) = xSn(x2),

con Rn y Sn polinomios de grado n. Puesto que Jα
n (x, 0) =

∑n
k=0 Qk(x)Qk(0),

resulta Jα
2n(x, 0) = Jα

2n+1(x, 0) = Fn(x2), para ciertos polinomios Fn de grado n.

Sólo falta probar que Fn(x) = L
α−1/2
n (x, 0) ∀n. Y esto equivale, de acuerdo con la

proposición 1.9, a que para cualquier polinomio R de grado menor o igual que n,

R(0) =

∫ +∞

0

Fn(x)R(x)[e−xxα−1/2 dx + Mδ0(x)].

Ahora bien, puesto que Fn(x2) = Jα
2n(x, 0) y este es el núcleo de dν y R(x2) es un

polinomio de grado menor o igual que 2n, se tiene:

R(0) =

∫ +∞

−∞
Fn(x2)R(x2)dν(x) =

∫ +∞

−∞
Fn(x2)R(x2)[e−x2|x|2α dx + Mδ0(x)] =

=

∫ +∞

−∞
Fn(x2)R(x2)e−x2|x|2α dx + MFn(0)R(0) =

= 2

∫ +∞

0

Fn(x2)R(x2)e−x2

x2α dx + MFn(0)R(0) =

=

∫ +∞

0

Fn(y)R(y)e−yyαy−1/2 dy + MFn(0)R(0) =

=

∫ +∞

0

Fn(y)R(y)[e−yyα−1/2dy + Mδ0(y)],

como queŕıamos demostrar.
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De esta manera, la acotación de los núcleos L
α−1/2
n (x, 0) implica la de los

Jα
n (x, 0):

Proposición 3.28. Sea v un peso definido según (3.94). Si se cumplen las desi-
gualdades

A < 1− 1

p
+ α,

B > −1

p
y

B ≥ −1 +
1

3p
,

entonces existe una constante C > 0 tal que para todo n ≥ 0

‖Jα
n (x, 0)‖Lq(v−qw) ≤ C.

Demostración:
En virtud de la proposición anterior, hay que demostrar que

‖Lα−1/2
n (x2, 0)‖Lq(v−qw) < C ∀n.

Es decir: ∫ +∞

−∞
|Lα−1/2

n (x2, 0)|qv(x)−qw(x) dx < C.

O bien: ∫ +∞

0

|Lα−1/2
n (y, 0)|qv(y1/2)−qw(y1/2)y−1/2 dy < C.

Ahora bien, como w(x) = e−x2|x|2α, w(y1/2)y−1/2 = e−yyα−1/2; y los núcleos

L
α−1/2
n (y, 0) lo son precisamente de e−yyα−1/2dy + Mδ0(y). Por otra parte,

v(x) = w(x)1/2−1/p

(
|x|

1 + |x|

)A

(1 + |x|)B(1 + log+ |x|)β,

luego

v(y1/2) = (e−yyα)1/2−1/p

(
y1/2

1 + y1/2

)A

(1 + y1/2)B(1 + log+(y1/2))β;

es inmediato comprobar que 1 + y1/2 ∼ (1 + y)1/2 en (0, +∞); asimismo, 1 +
log+(y1/2) ∼ 1 + log+ y; por lo tanto,

v(y1/2) ∼ (e−yyα)1/2−1/p

(
y

1 + y

)A/2

(1 + y)B/2(1 + log+ y)β =
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= (e−yyα−1/2)1/2−1/p

(
y

1 + y

)A/2+1/4−1/(2p)

(1 + y)B/2+1/4−1/(2p)(1 + log+ y)β.

De esto se deduce que∫ +∞

0

|Lα−1/2
n (y, 0)|qv(y1/2)−qw(y1/2)y−1/2 dy < C ⇔

⇔
∫ +∞

0

|Lα−1/2
n (y, 0)|qv0(y)−qe−yyα−1/2dy < C,

donde

v0(y) = (e−yyα−1/2)1/2−1/p

(
y

1 + y

)A/2+1/4−1/(2p)

(1 + y)B/2+1/4−1/(2p)(1 + log+ y)β.

Pero esta última acotación está expresada en los términos de la proposición 3.24,
cambiando α por α− 1/2, A por A/2 + 1/4− 1/(2p) y B por B/2 + 1/4− 1/(2p).
Luego será cierta si se cumplen las desigualdades:

A/2 + 1/4− 1/(2p) < 1− 1/p + (α− 1/2)/2;

B/2 + 1/4− 1/(2p) > 1/4− 1/p;

B/2 + 1/4− 1/(2p) ≥ −1/4− 1/(3p).

Pero estas equivalen a las del enunciado:

A/2 + 1/4− 1/(2p) < 1− 1/p + (α− 1/2)/2 ⇔
⇔ A + 1/2− 1/p < 2− 2/p + α− 1/2 ⇔ A < 1− 1/p + α;

B/2 + 1/4− 1/(2p) > 1/4− 1/p ⇔ B − 1/p > −2/p ⇔ B > −1/p;

B/2 + 1/4− 1/(2p) ≥ −1/4− 1/(3p) ⇔ B + 1/2− 1/p ≥ −1/2− 2/(3p) ⇔
⇔ B ≥ −1 + 1/(3p).

Con esto, la proposición queda demostrada.

Análogo resultado se tiene para la otra acotación de los núcleos:

Corolario 3.29. Sea u un peso definido según (3.94). Si se cumplen las desigual-
dades

a > −1

p
− α,

b < 1− 1

p
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y

b ≤ 2

3
+

1

3p
,

entonces existe una constante C > 0 tal que para todo n ≥ 0

‖Jα
n (x, 0)‖Lp(upw) ≤ C.

Demostración:
Puesto que

‖Jα
n (x, 0)‖Lp(upw) = ‖Jα

n (x, 0)‖Lp((u−1)−pw)

y

u(x)−1 = w(x)1/p−1/2

(
|x|

1 + |x|

)−a

(1+|x|)−b = w(x)1/2−1/q

(
|x|

1 + |x|

)−a

(1+|x|)−b,

basta comprobar que se cumplen las hipótesis de la proposición anterior, cambiando
p por q, A por −a y B por −b y haciendo β = 0. Estas son:

−a < 1− 1

q
+ α,

−b > −1

q
y

−b ≥ −1 +
1

3q
.

Teniendo en cuenta que 1/q = 1− 1/p, estas desigualdades son las del enunciado,
con lo que el corolario está demostrado.

Ahora es fácil demostrar la convergencia de la serie de Fourier para dν con las
hipótesis (3.95)-(3.101):

Teorema 3.30. Sea Snf la suma parcial enésima de la serie de Fourier con res-
pecto a dν(x) = w(x) dx + Mδ0(x) sobre R, w(x) = e−x2|x|2α. Sean u y v dos
pesos definidos por (3.94), con 0 < u(0) < ∞ y 0 < v(0) < ∞. Si se cumplen las
condiciones (3.95)-(3.101), entonces existe una constante C > 0 tal que

‖uSnf‖Lp(dν) ≤ C‖vf‖Lp(dν) ∀f, ∀n.

Demostración:
Denotemos por sn la serie de Fourier correspondiente al peso w(x) dx (es decir, la
de los polinomios de Hermite generalizados de ı́ndice α) y por s0

n la de x2w(x) dx
(es decir, con ı́ndice α + 1). Según el teorema 3.8 y la proposición 3.12, basta
comprobar lo siguiente:
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a) ‖usnf‖Lp(w) ≤ C‖vf‖Lp(w) ∀f , ∀n;

b) ‖x1−2/pus0
nf‖Lp(x2w) ≤ C‖x1−2/pvf‖Lp(x2w) ∀f , ∀n;

c) ‖Jα
n (x, 0)‖Lq(v−qw) ≤ C ∀n;

d) ‖Jα
n (x, 0)‖Lp(upw) ≤ C ∀n.

Para un peso de Hermite generalizado, (3.95)-(3.101) śı que implican la convergen-
cia en media; es decir, a) es cierta. Las acotaciones c) y d) son inmediatas, a partir
de la proposición 3.28 y el corolario 3.29. En cuanto a b), se trata de la acotación
para un peso de Hermite generalizado, con ı́ndice α + 1 y con los pesos:

x1−2/pu(x) = (e−x2|x|2(α+1))1/2−1/p

(
|x|

1 + |x|

)a

(1 + |x|)b

y

x1−2/pv(x) = (e−x2|x|2(α+1))1/2−1/p

(
|x|

1 + |x|

)A

(1 + |x|)B(1 + log+ |x|)β.

Basta comprobar que se verifican las condiciones (3.95)-(3.101), pero con α + 1 en
lugar de α, lo cual es evidente. Esto demuestra el teorema.



CAPÍTULO IV

Convergencia en casi todo punto de la serie de
Fourier

§1. Introducción

Sea dµ una medida sobre un intervalo (a, b), donde −∞ ≤ a < b ≤ ∞ y sea Sn

la suma parcial enésima de la serie de Fourier con respecto a un sistema ortonormal
y completo en L2((a, b), dµ). Dado p ∈ [1,∞) y suponiendo que la serie de Fourier
está definida en Lp((a, b), dµ), podemos preguntarnos por la siguiente cuestión:

¿Snf(x) −→ f(x)µ− a.e. ∀f ∈ Lp((a, b), dµ)?

La primera observación que se puede hacer es que, en principio, el conocimien-
to de la convergencia en norma no aporta ningún indicio para resolver nuestro
problema.

Asociado a un problema de este tipo aparece de forma natural el operador
maximal:

S∗f(x) = sup
n
|Snf(x)|

Esto se debe al siguiente resultado, cuya demostración exponemos por su bre-
vedad:

Proposición 4.1. Sea 1 ≤ p < ∞. Si se verifican las dos propiedades:

a) existe un subconjunto A denso en Lp(dµ) tal que Snf(x) converge ∀x y ∀f ∈
A,

b) S∗ es un operador de tipo (p, p)-fuerte (o incluso (p, p)-débil),

entonces Snf(x) converge µ-a.e. ∀f ∈ Lp(dµ).

Demostración:
Sea f ∈ Lp(dµ). Utilizamos b) en su forma débil: si λ > 0 y g ∈ A,

µ({x; lim
n→∞

Snf(x)− lim
n→∞

Snf(x) > λ}) =

= µ({x; lim
n→∞

Sn(f − g)(x)− lim
n→∞

Sn(f − g)(x) > λ}) ≤

≤ µ({x; S∗(f − g)(x) > λ/2}) ≤ C

(
2

λ

)p ∫ b

a

|f(x)− g(x)|p dµ(x).

Por a), podemos tomar g de manera que esta última expresión sea tan pequeña
como queramos; por lo tanto,

µ({x; lim
n→∞

Snf(x)− lim
n→∞

Snf(x) > λ}) = 0 ∀λ > 0,

de donde limn→∞ Snf(x) = limn→∞ Snf(x) µ-a.e., como queŕıamos demostrar.
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Nota: la relación entre la convergencia en casi todo punto y la acotación del opera-
dor maximal es todav́ıa más estrecha, ya que Stein (véase [S 1], teorema 1, pág. 148)
demostró que, con determinadas condiciones (véase también [GR], §.VI.2), el re-
ćıproco de la proposición anterior es cierto, es decir, la convergencia en casi todo
punto de Snf implica que S∗ es de tipo débil.

Indicaremos brevemente lo que ocurre con el sistema trigonométrico, no sólo
como un ejemplo, sino porque la convergencia en casi todo punto de dicho sistema
se utiliza en el estudio de la convergencia en casi todo punto en otros casos. Dada
f ∈ Lp(T), sea

Tnf(t) =
n∑

k=−n

f̂(k)eikt

la suma parcial enésima de la serie de Fourier de f . La acotación del operador
maximal correspondiente,

T ∗f(t) = sup
n
|Tnf(t)|,

fue un problema muy dif́ıcil, abierto durante muchos años, hasta que fue resuelto
por Carleson en 1966 ([C]) para p = 2 y extendida por Hunt en 1968 ([Hu 2]) para
1 < p < ∞:

Teorema 4.2. Sea 1 < p < ∞. Existe una constante C tal que∫ 2π

0

|T ∗f(t)|p dt ≤ C

∫ 2π

0

|f(t)|p dt ∀f ∈ Lp(T).

Nota: de este teorema ya sabemos, por la proposición 4.1, que se deduce la conver-
gencia en casi todo punto de la serie de Fourier, pero en principio esta convergencia
no tiene por qué ser a la función f . Ahora bien, del teorema se sigue también de
forma inmediata la convergencia en norma. Esta, junto con la convergencia en casi
todo punto, implica que Tnf(x) −→ f(x) en casi todo punto:

Corolario 4.3. ∀f ∈
⋃

p>1 Lp(T), Tnf(x) −→ f(x) dx-a.e.

Para abordar el problema que nos ocupa, en determinados casos particulares
se puede intentar obtener una acotación para el operador maximal o hacer uso de
conocidos teoremas de equiconvergencia, que comparan la serie de Fourier relativa
a un sistema concreto con la serie de Fourier relativa al sistema trigonométrico. Un
resultado de equiconvergencia para las series de Fourier respecto de los polinomios
de Jacobi es el siguiente:

Teorema 4.4. Sea f medible en [−1, 1] y tal que∫ 1

−1

(1− x)α(1 + x)β|f(x)| dx < +∞
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y ∫ 1

−1

(1− x)α/2−1/4(1 + x)β/2−1/4|f(x)| dx < +∞.

Sea x = cos θ y g(θ) = (1 − cos θ)α/2+1/4(1 + cos θ)β/2+1/4f(cos θ) ∀θ ∈ [0, π], y
extendida por paridad a [−π, π]. Sea Snf la suma enésima de la serie de Fourier-
Jacobi de exponentes α, β. Entonces, ∀x ∈ (−1, 1)

ĺım
n→∞

(Snf(x)− (1− x)−α/2−1/4(1 + x)−β/2−1/4Tng(θ)) = 0.

Este teorema fue obtenido por Haar en 1917 (véase [H]) para polinomios de
Legendre (α = β = 0) y en general por Szegő en 1933 ([Sz 1]) (véase también
[Sz 2], teorema 9.1.2., pág. 246). La posibilidad de obtener un teorema de esta
clase se debe a que los polinomios de Jacobi admiten expresiones asintóticas donde
aparecen senos y cosenos (véase [Sz 2], caṕıtulo VIII):
(4.1)

Pα,β
n (cos θ) = n−

1
2 π−

1
2 (sen θ

2
)−α− 1

2 (cos θ
2
)−β− 1

2{cos(Nθ + γ) + (n sen θ)−1O(1)},

para cn−1 ≤ θ ≤ π − cn−1 , donde c es un número positivo prefijado, N =
n + (α + β + 1)/2 y γ = −(α + 1/2)π/2.

Combinando el teorema 4.2 de Carleson-Hunt y el 4.4 de equiconvergencia, es
claro que se puede obtener la convergencia en casi todo punto para la serie de
Fourier-Jacobi. Esto fue probado por Pollard en 1972 (véase [P 3]); lo enunciamos
y damos la demostración para la serie de Fourier-Legendre:

Teorema 4.5. Sea p ∈ (4/3,∞). Si f ∈ Lp(dx), la serie de Fourier-Legendre
Snf(x) converge en casi todo punto.

Demostración:
Como f ∈ Lp(dx) y p > 4/3, la desigualdad de Hölder prueba que∫ 1

−1

(1− x2)−1/4|f(x)| dx < +∞,

con lo que se cumplen las hipótesis del teorema 4.4 de equiconvergencia. Aśı, sólo
hace falta probar que la función g(θ) = (1− cos θ)1/4(1 + cos θ)1/4f(cos θ) está en
Lr(T) para algún r > 1 y hacer uso del teorema 4.2 de Carleson-Hunt, lo cual es
un simple ejercicio.

También mediante teoremas de equiconvergencia con la serie de Fourier trigo-
nométrica, Titchmarsh ([T], teorema 4.9, pág. 84) y Benedek y Panzone (véase
[BP 3]) demostraron la convergencia en casi todo punto de la serie de Fourier con
respecto al sistema de Bessel.
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Notemos que un teorema de equiconvergencia no sirve para obtener acotacio-
nes para el operador maximal. Un teorema de acotación para el operador maximal
es siempre mejor, ya que no sólo implica la convergencia en casi todo punto, si-
no también la convergencia en norma de la serie de Fourier. Esta v́ıa solamente
ha sido utilizada por Badkov (véase [B]), en el caso de los polinomios de Jacobi
generalizados.

Otra forma de obtener convergencia en norma y en casi todo punto para sis-
temas ortonormales concretos es mediante el uso de teoremas de trasplantación.
Explicaremos brevemente en qué consiste un teorema de trasplantación: sean {un}
y {vn} dos sistemas ortonormales sobre el intervalo (0, π) (aunque en algunos de
los resultados que vamos a exponer no hace falta la ortogonalidad) y ξ = {ξn} una
sucesión. Se trata de estudiar el operador Tξ que a cada función f sobre (0, π) le
asocia la función

Tξf(x) =
∞∑

n=0

ξn

(∫ π

0

f(t)vn(t) dt

)
un(x).

En concreto, un teorema de trasplantación es el que proporciona una desigualdad
como la siguiente:

(4.2)

∫ π

0

|Tξf(x)|pw(x) dx ≤ C

∫ π

0

|f(x)|pw(x) dx,

incluso con pesos o exponentes distintos en cada lado.
Esta desigualdad fue estudiada por Askey (véase [A]) en el caso particular:

un(θ) = 2(α+β+1)/2Aα,β
n Pα,β

n (cos θ)(sen
θ

2
)α+1/2(cos

θ

2
)β+1/2;

vn(θ) = 2(γ+δ+1)/2Aγ,δ
n P γ,δ

n (cos θ)(sen
θ

2
)γ+1/2(cos

θ

2
)δ+1/2

(donde α, β, γ, δ ≥ −1/2, Pα,β
n y P γ,δ

n son polinomios de Jacobi de exponentes α,
β, γ y δ y Aα,β

n y Aγ,δ
n son sus respectivas constantes de ortonormalización);

1 < p < ∞; ξ = r = {rn}, con 0 < r < 1;

w(θ) = (sen
θ

2
)σ(cos

θ

2
)τ , con − 1 < σ, τ < p− 1.

En el citado trabajo, Askey obtuvo la desigualdad (4.2) para Tr , con una cons-
tante C independiente de r. Además, demostró que existe una función T f(x) =
ĺımr→1 Trf(x) en casi todo punto, con lo que se encuentra un operador T que
vuelve a satisfacer (4.2).
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Cuando α = β, γ = δ y α = γ + 1, la función T f que aparece es esencialmente
la función conjugada, en el contexto de polinomios ultraesféricos, introducida por
Muckenhoupt y Stein (véase [MS]) por medio de ecuaciones diferenciales, donde
dichos polinomios son autofunciones de un sistema particular de Sturm-Liouville
(véase [MS] y [S 2]).

Como consecuencia de este teorema, Askey obtiene teoremas de multiplicadores
de tipo Marcinkiewicz para polinomios de Jacobi. En particular, consigue una
nueva demostración del resultado de Pollard sobre la convergencia en norma para
series de Jacobi, cuando α, β ≥ −1/2.

Nota: al imponer las condiciones −1 < σ, τ < p − 1, Askey está considerando,
sin saberlo todav́ıa (pues su trabajo es anterior a la aparición de estos pesos) que
w ∈ Ap; es una observación bastante inmediata que su resultado es cierto con pesos
generales w ∈ Ap.

Un avance en los resultados de Askey lo constituye la monograf́ıa [Mu 5] de
Muckenhoupt, donde se analiza el caso de polinomios de Jacobi, con α, β, γ, δ ≥ −1,
sucesiones ξ = {ξn} del tipo {rn(n + 1)−s}, con s ≥ 0, y pesos w más generales,
sujetos a ciertas condiciones de integrabilidad (véase [Mu 5], teorema 1.14, pág. 6).
La obtención de resultados de esta clase se debe otra vez a la fórmula (4.1). Podŕıa
decirse que la acotación (4.2) se deduce si {un} y {vn} son esencialmente funciones
que se expresan mediante senos y cosenos, de forma que sea posible comparar el
operador Tξ con el multiplicador habitual en análisis armónico

f −→
+∞∑

n=−∞

ξnf̂(n)einx,

del que se conocen buenas acotaciones (en el caso ξ = r, el operador es la integral
de Poisson). Esta idea es desarrollada en el trabajo de Gilbert ([G]) que exponemos
más adelante.

Ya hemos apuntado que del teorema de trasplantación de Askey se puede de-
ducir la convergencia en norma de la serie de Fourier para polinomios de Jacobi.
Ahora bien, no es posible, ni de ese teorema, ni del resultado citado de Mucken-
houpt, obtener consecuencias sobre la convergencia en casi todo punto. La razón
es que no se considera ningún operador de tipo maximal.

Gilbert observó que es posible estudiar algo más general. En concreto, consi-
derar una sucesión ξk = {ξk,n}, con k ∈ N, definir

Tξk
f(x) =

∞∑
n=0

ξk,n

(∫ π

0

f(t)vn(t) dt

)
un(x)

y
T ∗f(x) = sup

k
|Tξk

f(x)|
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y estudiar acotaciones del tipo:

(4.3)

∫ π

0

|T ∗f(x)|pw(x) dx ≤ C

∫ π

0

|f(x)|pw(x) dx.

Gilbert trata sólo (véase [G]) el caso sin peso (w ≡ 1). Para enunciar su resultado
necesitamos alguna notación:

Sea {un}n≥0 una sucesión de funciones en [0, π] que verifican las siguientes
condiciones:

(4.4) Existe una constante A tal que sup0<x<π |un(x)| ≤ A ∀n.

(4.5) Existen funciones X1, X2, X3 y X4 en L∞((0, π/2)) tales que

un(x) = X1(x) cos nx + X2(x) sen nx+

+
1

nx
{X3(x) cos nx + X4(x) sen nx}+O(

1

n2x2
),

uniformemente para x ∈ (1/n, π/2).

(4.6) Existen funciones X ′
1, X ′

2, X ′
3 y X ′

4 en L∞((0, π/2)) tales que

∆(un)(x) = x{X ′
1(x) cos nx + X ′

2(x) sen nx}+

+
1

n
{X ′

3(x) cos nx + X ′
4(x) sen nx}+O(

1

n2x
),

uniformemente para x ∈ (1/n, π/2), donde ∆(un) = un+1 − un.

(4.7) Existe una función X en L∞((0, π/2)) tal que

∆(un)(x) = n−1X(x)un(x) + (n−2 + x)O(1)

uniformemente para x ∈ (0, 1/n).

(4.8) Existe una sucesión {Un} que cumple (4.4), (4.5), (4.6) y (4.7) y tal que
un(π − x) = (−1)nUn(x) +O(n−2) uniformemente para x ∈ (0, π/2).

Sea {rn,k} una sucesión doble tal que:

(4.9)
∑∞

n=0 |rn,k| < ∞, ∀k.

(4.10) Existe una constante B tal que |rn,k| ≤ B ∀n, k.

(4.11) Existe una constante B tal que
∑∞

n=0 |∆(rn,k)| < B, ∀k, donde ∆(rn,k) =
rn+1,k − rn,k.
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Si {un}, {vn} y {rn,k} cumplen (4.4),. . . , (4.11), definimos los núcleos:

Kk(x, t) =
∞∑

n=0

rn,ke
inxe−int, Kk(x, t) =

∞∑
n=0

rn,kun(x)vn(t).

En esta situación, el resultado de Gilbert es el siguiente:

Teorema 4.6. Sea 1 < p < ∞. Si el operador

f −→ sup
k

∣∣∣∣∫ π

−π

f(t)Kk(x, t) dt

∣∣∣∣
es de tipo (p, p)-débil o (p, p)-fuerte en Lp((−π, π)), entonces el operador

φ −→ sup
k

∣∣∣∣∫ π

0

φ(t)Kk(x, t) dt

∣∣∣∣
es de tipo (p, p)-débil o (p, p)-fuerte, respectivamente, en Lp((0, π)).

Un ejemplo de un sistema que satisface (4.4),. . . , (4.8) es el de los polinomios
de Jacobi con α, β ≥ −1/2, considerados en (0, π) mediante el cambio x = cos θ;
es decir:

uα,β
n (θ) = Aα,β

n Pα,β
n (cos θ)(1− cos θ)α/2+1/4(1− cos θ)β/2+1/4,

donde Aα,β
n es una constante de normalización. El teorema de Gilbert proporciona

otro método para obtener el teorema 4.5 de Pollard sobre la convergencia en casi
todo punto. En efecto: sea, por ejemplo α = β = 0; si g es una función en [−1, 1]
y f(θ) = g(cos θ) en [0, π] y llamamos Sng a la serie de Fourier respecto de Pα,β

n

en [−1, 1] y S ′
nf a la serie de Fourier respecto de uα,β

n en [0, π], tenemos:

(4.12) (1− x)1/4(1 + x)1/4Sn(g(t)(1− t)−1/4(1 + t)−1/4, x) = S ′
nf(θ),

donde x = cos θ. Si en el teorema de Gilbert tomamos la función maximal corres-
pondiente a

rn,k =

{
1 si n ≤ k,

0 si n > k,

el operador correspondiente a Kk(x, t) es:

φ −→ (S ′)∗(φ)(x) = sup
k
|S ′

kφ(x)|.

Y el correspondiente a Kk(x, t) es:

f −→ T ∗(f [)(x) = sup
k
|

k∑
n=0

f̂(n)einx|,



132 Convergencia en casi todo punto

donde f [ es la función tal que f̂ [(n) = f̂(n) si n ≥ 0 y f̂ [(n) = 0 si n < 0.

Es claro que f [ = 1
2
f̂ [(0) + 1

2
(f + if̃), donde f̃ es la función conjugada. De los

teoremas de Riesz y de Carleson-Hunt (teorema 4.2) se deduce que este último
operador está acotado en Lp((−π, π)), para p > 1. Por lo tanto, S ′

nf converge
en casi todo punto, ∀f ∈

⋃
p>1 Lp((0, π)). Sólo hay que comprobar ahora que si

g ∈
⋃

p>4/3 Lp((−1, 1)), entonces f ∈ Lp((0, π)) para algún p > 1, lo que es un
ejercicio sencillo.

Sin embargo, seguimos sin poder probar una acotación de tipo (p, p) para el
operador maximal S∗. La razón es que las acotaciones de S∗ y (S ′)∗ no son equi-
valentes. De (4.12) obtenemos, para las series de Fourier-Legendre:

Sn(g)(x) = (sen θ)−1/2S ′
n(f(θ) sen θ)(θ),

de donde
S∗(g)(x) = (sen θ)−1/2(S ′)∗(f(θ) sen θ)(θ).

Aśı, parece claro que para obtener una acotación para el operador maximal S∗ se
necesita una acotación con pesos para (S ′)∗.

El objeto del apartado siguiente es analizar el teorema de Gilbert con pesos
Ap, dado que, por el teorema de Hunt y Young ([HY]), tenemos acotación con
estos pesos para la maximal en el caso trigonométrico. La extensión a pesos Ap

puede resultar en la actualidad un ejercicio más o menos inmediato; pero creemos
que es interesante su inclusión en esta memoria, porque se pueden obtener como
consecuencia acotaciones con pesos para la maximal de las sumas parciales de
la serie de Fourier-Jacobi, que extienden en cierta forma resultados de Badkov.
También se obtienen acotaciones para la maximal de la serie de Bessel que no han
sido tratadas en la literatura matemática.

En el apartado tercero, analizamos el problema de las condiciones necesarias
para la convergencia en casi todo punto; obtenemos un criterio que nos permi-
te delimitar el intervalo de convergencia en casi todo punto, en casos bastante
generales.



§2. Acotación del operador maximal S∗

El principal objetivo de este apartado es generalizar el teorema 4.6 de Gil-
bert, introduciendo pesos w sobre el intervalo (−π, π) que estén en la clase Ap.
Todos los pesos que vamos a considerar serán pesos pares en (−π, π), con lo cual
w ∈ Ap((−π, π)) ⇔ w ∈ Ap((0, π)). La necesidad de que el peso w sea par, que
surge a lo largo de la demostración del teorema, parece bastante natural si lo que
queremos es deducir la acotación de un operador en Lp((0, π), w) de la acotación
de otro operador en Lp((−π, π), w). En concreto, el resultado es el siguiente, con
la notación del apartado anterior:

Teorema 4.7. Sea 1 < p < ∞. Sea w ∈ Ap((−π, π)) un peso par. Sean {un} y
{vn} dos sucesiones de funciones que cumplen (4.4),. . . , (4.8) y {rn} una sucesión
que cumple (4.9), (4.10) y (4.11).
Si el operador

f −→ S∗f(x) = sup
k

∣∣∣∣∫ π

−π

f(t)Kk(x, t) dt

∣∣∣∣
es de tipo (p, p)-fuerte en Lp((−π, π), w), entonces el operador

φ −→ T ∗φ(x) = sup
k

∣∣∣∣∫ π

0

φ(t)Kk(x, t) dt

∣∣∣∣
es de tipo (p, p)-fuerte en Lp((0, π), w).

La demostración consiste en seguir la de Gilbert sin pesos y comprobar que
sirve también en el caso de pesos pares de la clase Ap. Dicha demostración se basa
en controlar el operador maximal T ∗ por operadores muy relacionados con S∗
(puesto que un y vn se expresan en términos de senos y cosenos), junto con otros
que pueden ser acotados por los siguientes operadores:

G1(φ)(x) =
1

x

∫ x

0

φ(t) dt;

G2(φ)(x) =

∫ π

x

φ(t)
1

t
dt;

G3(φ)(x) = sup
h

1

h

∫ x+h

x

|φ(t)| dt;

G4(φ)(x) =

∫ π

0

φ(t)
sen x

cos t− cos x
dt;

G5(φ)(x) =

∫ π

0

φ(t)
sen t

cos t− cos x
dt.

133
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En adelante, w será, como hemos dicho previamente, un peso par y en la clase
Ap((−π, π)), donde 1 < p < ∞. Veamos la acotación de estos operadores con el
peso w. En primer lugar, G1 y G3 son de tipo (p, p)-fuerte en Lp((0, π), w), puesto
que están acotados por la maximal de Hardy-Littlewood y esta lo es. Consideremos
ahora el operador G2:

G2(φ)(x) =

∫ π

x

φ(t)
1

t
dt =

∫ π

0

φ(t)K(x, t) dt,

con K(x, t) = 1
t
χ{x<t}; pues bien, G1(φ)(x) =

∫ π

0
φ(t)K(t, x) dt, de modo que G1 y

G2 son adjuntos uno del otro con respecto a dt:∫ π

0

φ1G2(φ2) dt =

∫ π

0

φ2G1(φ1) dt.

Por lo tanto, se tiene:

‖G2(φ2)‖Lp(w) ≤ C‖φ2‖Lp(w) ∀φ2 ∈ Lp(w) ⇔

⇔ ‖G1(φ1)‖Lq(w−q/p) ≤ C‖φ1‖Lq(w−q/p) ∀φ1 ∈ Lq(w−q/p),

donde 1/p + 1/q = 1 (esta equivalencia es cierta en general, para cualquier peso,
para dos operadores adjuntos).

Pero como w ∈ Ap((0, π)) ⇔ w−q/p ∈ Aq((0, π)), G1 resulta ser de tipo (q, q)-
fuerte en Lq(w−q/p) y, por lo tanto, G2 es de tipo (p, p)-fuerte en Lp(w), como
queŕıamos ver.

Tomemos ahora el operador G4. El operador que a cada función le asigna su
función conjugada, es decir,

f −→ f̃(x) =

∫ π

−π

f(t) cotg
x− t

2
dt =

∫ π

−π

f(t)
sen t + sen x

cos t− cos x
dt,

es de tipo (p, p)-fuerte en Lp((−π, π), w), por ser w ∈ Ap((−π, π)). Sea entonces
φ ∈ Lp((0, π), w) y f su extensión par a (−π, π); como∫ π

−π

f(t)
sen t + sen x

cos t− cos x
dt =

∫ π

−π

f(t)
sen x

cos t− cos x
dt = 2G4(φ)(x)

y f y w son pares, resulta:

‖G4(φ)‖Lp((0,π),w) ≤ 2‖f̃‖Lp((0,π),w) ≤ C‖f‖Lp((−π,π),w) = C‖φ‖Lp((0,π),w).

De análoga manera se prueba que G5 es de tipo (p, p)-fuerte en Lp((0, π), w).
Por consiguiente, los operadores Gi están acotados por estarlo la función ma-

ximal y la función conjugada; son operadores que aparecerán por el camino, al
relacionar T ∗ con S∗ o, más exactamente, con otros operadores que están acotados
si lo está S∗ y de los que nos ocupamos en los siguientes lemas. En ellos, mediante{

cos nx
sen nx

}{
cos nt
sen nt

}
denotamos una de las combinaciones: cos nx cos nt, cos nx sen nt,

sen nx cos nt, sen nx sen nt.
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Lema 4.8. Si 1 < p < ∞ y S∗ es de tipo (p, p)-fuerte en Lp((−π, π), w), entonces
los cuatro operadores

φ −→ sup
k

∣∣∣∣∣
∫ π

0

φ(t)

[
∞∑

n=0

rn,k

{
cos nx

sen nx

}{
cos nt

sen nt

}]
dt

∣∣∣∣∣
son de tipo (p, p)-fuerte en Lp((0, π), w).

Demostración:

Hagamos

W ∗
1 (φ)(x) = sup

k

∣∣∣∣∣
∫ π

0

φ(t)

[
∞∑

n=0

rn,k cos nx cos nt

]
dt

∣∣∣∣∣
y de manera análoga los otros tres: W ∗

2 (φ), W ∗
3 (φ) y W ∗

4 (φ).

Dada φ ∈ Lp((0, π), w), sea f su extensión par a (−π, π). Teniendo en cuenta que
f es par y que

∑∞
n=0 rn,k cos nx e−int = 1

2
Kk(x, t) + 1

2
Kk(−x, t), es fácil ver que

W ∗
1 (φ)(x) ≤ 1

4
S∗f(x) +

1

4
S∗f(−x).

De la misma manera se comprueba que W ∗
2 (φ), W ∗

3 (φ) y W ∗
4 (φ) cumplen esta

misma desigualdad, aunque f es unas veces la extensión par y otras la impar de
φ a (−π, π). Por lo tanto, haciendo un cambio de variable x = −y en el segundo
sumando,

‖W ∗
i (φ)‖Lp((0,π),w) ≤ C‖S∗(f)‖Lp((0,π),w) + C‖S∗(f)‖Lp((−π,0),w(−y)) ≤

≤ C‖f‖Lp((−π,π),w) = C‖φ‖Lp((0,π),w),

como queŕıamos demostrar.

Lema 4.9. Si 1 < p < ∞, w ∈ Ap((−π, π)) y es par y S∗ es de tipo (p, p)-fuerte
en Lp((−π, π), w), entonces los cuatro operadores

φ −→ sup
k

∣∣∣∣∣
∫ 2x

x/2

φ(t)

[
∞∑

n=0

rn,k

{
cos nx

sen nx

}{
cos nt

sen nt

}]
dt

∣∣∣∣∣
son de tipo (p, p)-fuerte de Lp((0, π/2), w) en Lp((0, π), w). (En la integral, se
entiende que φ ≡ 0 fuera de (0, π/2).)
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Demostración:
Por el lema 4.8, sólo hace falta ver que son de tipo (p, p)-fuerte de Lp((0, π/2), w)
en Lp((0, π), w) los siguientes operadores:

φ −→ sup
k

∣∣∣∣∣
∫ x/2

0

φ(t)

[
∞∑

n=0

rn,k

{
cos nx

sen nx

}{
cos nt

sen nt

}]
dt

∣∣∣∣∣
φ −→ sup

k

∣∣∣∣∣
∫ π/2

2x

φ(t)

[
∞∑

n=0

rn,k

{
cos nx

sen nx

}{
cos nt

sen nt

}]
dt

∣∣∣∣∣
Pero, según demuestra Gilbert, están controlados por los siguientes:

G1(|φ|); G2(|φ|); G3(φ); φ −→ 1

x

∫ x/2

0

φ(t) dt

y por el operador constante: φ −→
∫ π/2

0
|φ(t)|dt.

Los cuatro primeros son de tipo (p, p)-fuerte, según hemos visto (el cuarto tam-
bién está acotado por la maximal de Hardy-Littlewood); en cuanto al operador
constante, aplicando la desigualdad de Hölder y que w ∈ Ap((0, π)) resulta:∫ π

0

(∫ π/2

0

|φ|

)p

w ≤
∫ π/2

0

|φ|pw
(∫ π

0

w−q/p

)p/q ∫ π

0

w ≤ C

∫ π/2

0

|φ|pw,

luego también es de tipo (p, p)-fuerte. Esto demuestra el lema.

Lema 4.10. Sea 1 < p < ∞ y w ∈ Ap((0, π)) par. Para cada φ ∈ Lp((π/2, π)) y
cada x ∈ (0, π/2), sea

U∗(φ)(x) = sup
k

∣∣∣∣∣
∫ 2x

x/2

φ(π − η)

[
∞∑

n=0

rn,k

{
cos nx

sen nx

}{
cos n(π − η)

sen n(π − η)

}]
dη

∣∣∣∣∣
(se considera φ ≡ 0 fuera de (π/2, π)). Entonces, U∗ es de tipo (p, p)-fuerte de
Lp((π/2, π), w) en Lp((0, π/2), w).

Demostración:
Definiendo

U∗
1 (φ)(x) = sup

k

∣∣∣∣∣
∫ π/2

0

φ(π − η)

[
∞∑

n=0

rn,k cos nx cos n(π − η)

]
dη

∣∣∣∣∣ ,
Gilbert demuestra que está controlado por los operadores:

φ −→
∫ π

π/2

|φ|
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y

φ −→
∫ π

π/2

|φ(t)| 1

cos t− cos x

{
sen t

sen x

}
dt.

El primer operador es constante y se demuestra su acotación como en el lema
anterior, por ser w ∈ Ap((0, π)). El segundo es igualmente de tipo (p, p)-fuerte,
por serlo G4 y G5.
Una vez probado que U∗

1 (φ) es de tipo (p, p)-fuerte, sólo hace falta ver que también
lo son:

φ −→ sup
k

∣∣∣∣∣
∫ x/2

0

φ(π − η)

[
∞∑

n=0

rn,k cos nx cos n(π − η)

]
dη

∣∣∣∣∣
y

φ −→ sup
k

∣∣∣∣∣
∫ π/2

2x

φ(π − η)

[
∞∑

n=0

rn,k cos nx cos n(π − η)

]
dη

∣∣∣∣∣ .
Pero estos resultan estar acotados de nuevo por el operador constante

φ −→
∫ π

π/2

|φ|,

por lo que, en efecto, son de tipo (p, p)-fuerte. Con las combinaciones

cos nx sen n(π − η), . . . ,

se procede de igual manera.

El siguiente lema admite una demostración similar al que acabamos de probar:

Lema 4.11. Sea 1 < p < ∞ y w ∈ Ap((0, π)) par. Para cada φ ∈ Lp((0, π/2)) y
cada x ∈ (π/2, π), sea ξ = π − x; sea

V ∗(φ)(x) = sup
k

∣∣∣∣∣
∫ 2ξ

ξ/2

φ(t)

[
∞∑

n=0

rn,k

{
cos nx

sen nx

}{
cos nt

sen nt

}]
dt

∣∣∣∣∣
(se considera φ ≡ 0 fuera de (0, π/2)). Entonces, V ∗ es de tipo (p, p)-fuerte de
Lp((0, π/2), w) en Lp((π/2, π), w).

Indicamos a continuación el esquema de la demostración del teorema 4.7:
Dada φ ∈ Lp((0, π), w), podemos acotar T ∗φ de la siguiente manera:

T ∗φ(x) ≤ χ(0,π/2)(x)T ∗(χ(0,π/2)φ)(x) + χ(0,π/2)(x)T ∗(χ(π/2,π)φ)(x)+

+χ(π/2,π)(x)T ∗(χ(0,π/2)φ)(x) + χ(π/2,π)(x)T ∗(χ(π/2,π)φ)(x).
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Basta entonces probar las cuatro acotaciones:

(4.13) ‖χ(0,π/2)(x)T ∗(χ(0,π/2)φ)(x)‖Lp((0,π),w) ≤ C‖φ‖Lp((0,π),w);

(4.14) ‖χ(0,π/2)(x)T ∗(χ(π/2,π)φ)(x)‖Lp((0,π),w) ≤ C‖φ‖Lp((0,π),w);

(4.15) ‖χ(π/2,π)(x)T ∗(χ(0,π/2)φ)(x)‖Lp((0,π),w) ≤ C‖φ‖Lp((0,π),w);

(4.16) ‖χ(π/2,π)(x)T ∗(χ(π/2,π)φ)(x)‖Lp((0,π),w) ≤ C‖φ‖Lp((0,π),w).

A su vez, para probar (4.13) es suficiente con obtener:

(4.17) ‖χ(0,π/2)(x)T ∗(χ(0,π/2)χ(x/2,2x)φ)(x)‖Lp((0,π),w) ≤ C‖φ‖Lp((0,π),w);

(4.18) ‖χ(0,π/2)(x)T ∗(χ(0,π/2)χ(0,x/2)φ)(x)‖Lp((0,π),w) ≤ C‖φ‖Lp((0,π),w);

(4.19) ‖χ(0,π/2)(x)T ∗(χ(0,π/2)χ(2x,π/2)φ)(x)‖Lp((0,π),w) ≤ C‖φ‖Lp((0,π),w).

Pero los operadores que aparecen en estas tres desigualdades se controlan por los
operadores G1, G2 y G3, por composiciones de estos y por el operador del lema 4.9.
De ello se deduce entonces (4.17), (4.18) y (4.19) y, por lo tanto, (4.13).

En cuanto a (4.14), (4.15) y (4.16), haciendo los oportunos cambios de variable
podemos transformar χ(π/2,π) en χ(0,π/2). Usando (4.8) y los lemas 4.10 y 4.11, se
demuestran estas acotaciones y el teorema está probado.

Observación 4.12. De igual manera se prueba que si S∗ es de tipo (p, p)-débil en
Lp((−π, π), w), entonces T ∗ es de tipo (p, p)-débil en Lp((0, π), w).

Para obtener consecuencias prácticas del teorema 4.7 no hay más que tomar
sucesiones {rn,k} y pesos w concretos, para los cuales resulte un operador S∗ del
que conozcamos su acotación: obtenemos aśı la acotación del operador T ∗ asociado.
Por ejemplo, tomemos un sistema ortonormal {un} que verifique (4.4),. . . , (4.8) y
vn = un ∀n. Sean Sn las sumas parciales de la serie de Fourier con respecto a {un}
y sea S∗ su maximal. Tomemos

rn,k =

{
1 si n ≤ k,

0 si n > k.

Es inmediato comprobar que {rn,k} cumple (4.9), (4.10) y (4.11). Como ya vimos,
el operador correspondiente a Kk(x, t) =

∑∞
n=0 rn,ke

inxe−int es

f −→ T ∗(f [)(x) = sup
k
|

k∑
n=0

f̂(n)einx|



Acotación del operador maximal S∗ 139

y el correspondiente a Kk(x, t) =
∑∞

n=0 rn,kun(x)un(t) es:

φ −→ S∗(φ)(x) = sup
k
|Skφ(x)|.

Pero tanto el operador maximal de la serie de Fourier trigonométrica, T ∗, co-
mo el operador f −→ f [ son de tipo (p, p)-fuerte en Lp((−π, π), w) cuando w ∈
Ap((−π, π)), por los teoremas de Hunt-Young (véase [HY]) y Hunt-Muckenhoupt-
Wheeden ([HMW]), respectivamente. Esto prueba el resultado siguiente:

Corolario 4.13. Sea {un} un sistema ortonormal sobre (0, π) que satisface (4.4),
. . . , (4.8) y S∗ el operador maximal de las sumas parciales de su serie de Fourier.
Si 1 < p < ∞ y w ∈ Ap((0, π)), entonces existe una constante C > 0 tal que

‖S∗f‖Lp(w) ≤ C‖f‖Lp(w) ∀f ∈ Lp((0, π), w).

Una primera aplicación de este resultado es la acotación del operador maximal
de la serie de Fourier relativa a los polinomios de Jacobi, cuando α, β ≥ −1/2:

Proposición 4.14. Sean α, β ≥ −1/2, 1 < p < ∞. Sea S∗ el operador maximal de
la serie de Fourier-Jacobi relativa a dµ(x) = (1− x)α(1 + x)β dx sobre el intervalo
(−1, 1) y sea u un peso en (−1, 1). Si

(4.20) u(cos t)(1− cos t)(2−p)(2α+1)/4(1 + cos t)(2−p)(2β+1)/4 ∈ Ap((0, π)),

entonces

S∗ : Lp(u dµ) −→ Lp(u dµ)

está acotado.

Demostración:
Denotemos por Pα,β

n los polinomios de Jacobi correspondientes a (1−x)α(1+x)β dx,
que consideramos ya normalizados para evitar tener que manejar las constantes de
normalización. Mediante el cambio x = cos θ obtenemos un sistema ortonormal en
(0, π): ∫ 1

−1

Pα,β
n (x)Pα,β

m (x)(1− x)α(1 + x)β dx =

=

∫ π

0

Pα,β
n (cos θ)Pα,β

m (cos θ)(1−cos θ)α+1/2(1+cos θ)β+1/2 dθ =

∫ π

0

un(θ)um(θ) dθ,

con un(θ) = Pα,β
n (cos θ)(1 − cos θ)α/2+1/4(1 + cos θ)β/2+1/4. Si α, β ≥ −1/2, este

sistema {un} satisface (4.4),. . . , (4.8) (véase [G]). Además, si por Sn denotamos
las sumas parciales de la serie de Fourier para {Pα,β

n }, por S ′
n las de {un} y por
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(S ′)∗ el operador maximal de las S ′
n, obtenemos para cada función f sobre (−1, 1)

que tenga desarrollo de Fourier:

Sn(f, cos t) =

∫ 1

−1

f(y)
n∑

m=0

Pα,β
m (y)Pα,β

m (cos t)(1− y)α(1 + y)β dy =

=

∫ π

0

f(cos θ)
n∑

m=0

Pα,β
m (cos θ)Pα,β

m (cos t)(1− cos θ)α+1/2(1 + cos θ)β+1/2 dθ =

= (1− cos t)−
α
2
−1

4 (1 + cos t)−
β
2
−1

4×

×
∫ π

0

[f(cos θ)(1− cos θ)
α
2

+
1
4 (1 + cos θ)

β
2

+
1
4 ]

n∑
m=0

um(θ)um(t) dθ =

= (1− cos t)−α/2−1/4(1 + cos t)−β/2−1/4S ′
n(g, t),

donde g(t) = f(cos t)(1− cos t)α/2+1/4(1 + cos t)β/2+1/4. Por lo tanto:

S∗(f, cos t) = (1− cos t)−α/2−1/4(1 + cos t)−β/2−1/4(S ′)∗(g, t).

Entonces:

‖S∗(f, x)‖Lp(u(x)(1−x)α(1+x)β dx) ≤ C‖f‖Lp(u(x)(1−x)α(1+x)β dx) ⇔

⇔ ‖S∗(f, cos t)‖Lp(u(cos t)(1−cos t)α+1/2(1+cos t)β+1/2 dt) ≤

≤ C‖f(cos t)‖Lp(u(cos t)(1−cos t)α+1/2(1+cos t)β+1/2 dt) ⇔

⇔ ‖(S ′)∗(g, t)‖Lp(u(cos t)(1−cos t)(2−p)(2α+1)/4(1+cos t)(2−p)(2β+1)/4 dt) ≤

≤ C‖g(t)‖Lp(u(cos t)(1−cos t)(2−p)(2α+1)/4(1+cos t)(2−p)(2β+1)/4 dt).

Y, según el corolario 4.13, esto es cierto para toda g si

u(cos t)(1− cos t)(2−p)(2α+1)/4(1 + cos t)(2−p)(2β+1)/4 ∈ Ap((0, π)),

como queŕıamos demostrar.

La expresión (4.20) es una condición Ap sobre el peso u, después de haber
hecho el cambio x = cos θ para pasar al intervalo (0, π). No es fácil deshacer el
cambio en la condición Ap, para volver al intervalo (−1, 1) original, como seŕıa de
desear. Sin embargo, podemos examinar directamente (4.20) en casos particulares;
por ejemplo, para obtener los resultados de Badkov (véase [B]) en el caso de los
polinomios de Jacobi con α, β ≥ −1/2:
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Corolario 4.15. Sean α, β ≥ −1/2, 1 < p < ∞. Sea S∗ el operador maximal de
la serie de Fourier-Jacobi relativa a dµ(x) = (1− x)α(1 + x)β dx sobre el intervalo
(−1, 1) y sea u(x) = (1− x)ap(1− x)bp.
Si se cumplen las condiciones

a + (α + 1)(1/p− 1/2) < 1/4, b + (β + 1)(1/p− 1/2) < 1/4,

a + (α + 1)(1/p− 1/2) > −1/4 y b + (β + 1)(1/p− 1/2) > −1/4,

entonces S∗ : Lp(u dµ) −→ Lp(u dµ) es un operador acotado.

Demostración:
De acuerdo con la proposición 4.14, sólo hay que probar:

(1− cos t)ap+(2−p)(2α+1)/4(1 + cos t)bp+(2−p)(2β+1)/4 ∈ Ap((0, π)).

Pero como 1− cos t ∼ t2 y 1 + cos t ∼ (π − t)2 en (0, π), esto equivale a:

t2ap+(2−p)(2α+1)/2(π − t)2bp+(2−p)(2β+1)/2 ∈ Ap((0, π)),

lo que a su vez, según vimos en los teoremas 1.36 y 1.39, equivale a las condiciones:

(4.21) 2ap + (2− p)(2α + 1)/2 > −1;

(4.22) 2ap + (2− p)(2α + 1)/2 < p− 1;

(4.23) 2bp + (2− p)(2β + 1)/2 > −1;

(4.24) 2bp + (2− p)(2β + 1)/2 < p− 1.

Estas condiciones son las de la hipótesis:

(4.21) ⇔ 2ap + (2− p)(2α + 1)/2 > −1 ⇔ a + (α + 1/2)(1/p− 1/2) > −1/(2p) ⇔

⇔ a + (α + 1)(1/p− 1/2) > −1/4;

(4.22) ⇔ 2ap+(2−p)(2α+1)/2 < p−1 ⇔ a+(α+1/2)(1/p−1/2) < 1/2−1/(2p) ⇔

⇔ a + (α + 1)(1/p− 1/2) < 1/4;

Lo mismo sucede con (4.23) y (4.24), con lo que el corolario está demostrado.

Observación: nótese que de este resultado se obtiene también el intervalo exacto
de convergencia en media de la serie de Fourier.
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Otro sistema ortonormal cuya trasposición al intervalo (0, π) da lugar a un
sistema {un} que satisface las hipótesis del corolario 4.13 es el sistema de Bessel,
{jn}, de orden α ≥ −1/2. Como ya vimos, si Jα es la función de Bessel de orden
α > −1 y {αn} es la sucesión de sus ceros, en orden creciente, se define

jn(x) =

√
2

|Jα+1(αn)|
Jα(αnx)

y {jn} resulta ser un sistema ortonormal en (0, 1) con respecto a x dx. El paso al
intervalo (0, π) es ahora una simple dilatación y = πx:∫ 1

0

jn(x)jm(x)x dx =

∫ π

0

jn(π−1y)jm(π−1y)π−2y dy =

=

∫ π

0

[π−1y1/2jn(π−1y)][π−1y1/2jm(π−1y)] dy.

El sistema determinado por un(x) = π−1x1/2jn(π−1x) es ortonormal en (0, π) y,
cuando α ≥ −1/2, satisface (4.4),. . . , (4.8) (véase [G]). Podemos obtener el mismo
tipo de resultados que para el operador maximal de la serie de Fourier-Jacobi, con
la particularidad de que ahora la condición sobre el peso śı es una condición Ap

sobre el intervalo original (0, 1):

Proposición 4.16. Sea α ≥ −1/2, 1 < p < ∞. Sea S∗ el operador maximal de
la serie de Fourier-Bessel de orden α y sea u un peso en el intervalo (0, 1). Si
u(y)y1−p/2 ∈ Ap((0, 1)), entonces

S∗ : Lp(u(x)x dx) −→ Lp(u(x)x dx)

es un operador acotado.

Demostración:
Denotemos por Sn las sumas parciales de la serie de Fourier-Bessel, por S ′

n las de la
serie de Fourier con respecto a {un} y (S ′)∗ el operador maximal de S ′

n. Entonces,
para cada función f sobre (0, 1) que admita desarrollo de Fourier-Bessel,

Sn(f, π−1t) =

∫ 1

0

f(x)
n∑

m=0

jm(π−1t)jm(x)x dx =

=

∫ π

0

f(π−1y)
n∑

m=0

jm(π−1t)jm(π−1y)π−2y dy =

= t−1/2

∫ π

0

f(π−1y)y1/2

n∑
m=0

[π−1t1/2jm(π−1t)][π−1y1/2jm(π−1y)] dy =
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= t−1/2

∫ π

0

f(π−1y)y1/2

n∑
m=0

um(t)um(y) dy =

= t−1/2S ′
n(f(π−1y)y1/2, t) = t−1/2S ′

n(g, t),

con g(t) = f(π−1t)t1/2. Por lo tanto:

S∗(f, π−1t) = t−1/2(S ′)∗(g, t).

Luego

‖S∗(f, x)‖Lp(u(x)x dx) ≤ C‖f(x)‖Lp(u(x)x dx) ⇔

⇔ ‖S∗(f, π−1t)‖Lp(u(π−1t)t dt) ≤ C‖f(π−1t)‖Lp(u(π−1t)t dt) ⇔

⇔ ‖(S ′)∗(g, t)‖Lp(u(π−1t)t1−p/2 dt) ≤ C‖g(t)‖Lp(u(π−1t)t1−p/2 dt).

Y, según el corolario 4.13 esto es cierto si u(π−1t)t1−p/2 ∈ Ap((0, π)). Ahora bien,
u(π−1t)t1−p/2 ∈ Ap((0, π)) ⇔ ∀a, b tales que 0 ≤ a ≤ b ≤ 1,∫ πb

πa

u(π−1t)t1−p/2 dt

(∫ πb

πa

[
u(π−1t)t1−p/2

]−q/p
dt

)p/q

≤ C(πb− πa)p ⇔

⇔
∫ b

a

u(y)y1−p/2 dt

(∫ b

a

[
u(y)y1−p/2

]−q/p
dt

)p/q

≤ C(b− a)p, 0 ≤ a ≤ b ≤ 1 ⇔

⇔ u(y)y1−p/2 ∈ Ap((0, 1)),

como queŕıamos demostrar.

Observación: usando la propiedad de que (u, v) ∈ Aδ
p ⇒ ∃w ∈ Ap tal que c1u ≤

w ≤ c2v, con dos constantes positivas c1 y c2 (teorema 1.33 de Neugebauer), pueden
establecerse resultados análogos a los anteriores para el caso de la acotación con
dos pesos.

El teorema 4.7, que generaliza el resultado de Gilbert con pesos de la clase Ap,
permite obtener otros resultados al considerar sistemas particulares {un} y {vn}
distintos o incluso otras sucesiones {rn,k}. Por ejemplo:

Teorema 4.17. Sean α, β, γ, δ ≥ −1/2, 1 < p < ∞, dµ(x) = (1− x)α(1 + x)β dx
y dν(x) = (1− x)γ(1 + x)δ dx sobre el intervalo (−1, 1). Sean {Pα,β

n } y {P γ,δ
n } sus

respectivos polinomios de Jacobi, ortonormalizados. Supongamos que se cumplen
las siguientes desigualdades:

(4.25) 4
γ + 1

2γ + 3
< p < 4

α + 1

2α + 1
, 4

δ + 1

2δ + 3
< p < 4

β + 1

2β + 1
;
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(4.26) 0 ≤ (2− p)(α− γ), 0 ≤ (2− p)(β − δ).

Entonces, para cada f ∈ Lp(dν) existe una g ∈ Lp(dµ) con los mismos coeficientes
de Fourier que f (en sus respectivos sistemas ortonormales), es decir:∫ 1

−1

g(x)Pα,β
n (x) dµ(x) =

∫ 1

−1

f(x)P γ,δ
n (x) dν(x) ∀n ≥ 0.

Además,
‖g‖Lp(dµ) ≤ C‖f‖Lp(dν),

donde la constante C no depende de f .

Demostración:
Sean

uα,β
n (t) = Pα,β

n (cos t)(1− cos t)α/2+1/4(1 + cos t)β/2+1/4

y
uγ,δ

n (t) = P γ,δ
n (cos t)(1− cos t)γ/2+1/4(1 + cos t)δ/2+1/4,

que, como hemos visto anteriormente, forman dos sistemas ortonormales en (0, 1).
Sea también:

rn,k =

{
1 si n ≤ k,

0 si n > k.

Hemos visto que el operador S∗ asociado es de tipo (p, p)-fuerte en Lp((−π, π), w)
si w ∈ Ap((−π, π)). Luego el operador T ∗ asociado a {uα,β

n }, {uγ,δ
n } y {rn,k}, dado

por:

T ∗(φ)(s) = sup
k

∣∣∣∣∣
∫ π

0

φ(t)
k∑

n=0

uα,β
n (s)uγ,δ

n (t) dt

∣∣∣∣∣
es de tipo (p, p)-fuerte, si w ∈ Ap((0, π)), es decir:

‖T ∗(φ)(s)‖Lp(w(s) ds) ≤ C‖φ‖Lp(w(s) ds) ∀φ ∈ Lp(w).

Como hemos comentado, para la acotación con dos pesos u y v

(4.27) ‖T ∗(φ)(s)‖Lp(u(s) ds) ≤ C‖φ‖Lp(v(s) ds) ∀φ ∈ Lp(v)

basta con (u, v) ∈ Aδ
p((0, π)) para algún δ > 1, ya que, si esto es aśı, existe otro

peso w ∈ Ap((0, π)) de tal manera que c1u ≤ w ≤ c2v para ciertas constantes c1 y
c2 positivas.
Sea entonces f ∈ Lp(dν) y an =

∫ 1

−1
f(x)P γ,δ

n (x) dν(x). Definamos, para cada
número natural k,

gk(x) =
k∑

n=0

anP
α,β
n (x) =

∫ 1

−1

f(y)
k∑

n=0

P γ,δ
n (y)Pα,β

n (x)(1− y)γ(1 + y)δ dy;
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gk(cos s) =

∫ π

0

f(cos t)
k∑

n=0

P γ,δ
n (cos t)Pα,β

n (cos s)(1− cos t)γ+1/2(1+cos t)δ+1/2 dt =

=

∫ π

0

f(cos t)(1− cos t)γ/2+1/4(1 + cos t)δ/2+1/4

k∑
n=0

Pα,β
n (cos s)uγ,δ

n (t) dt =

= (1− cos s)−
α
2
−1

4 (1 + cos s)−
β
2
−1

4×

×
∫ π

0

f(cos t)(1− cos t)
γ
2

+
1
4 (1 + cos t)

δ
2
+

1
4

k∑
n=0

uα,β
n (s)uγ,δ

n (t) dt,

luego

sup
k
|gk(cos s)| = (1− cos s)−α/2−1/4(1 + cos s)−β/2−1/4T ∗(φ)(s),

donde φ(s) = f(cos s)(1− cos s)γ/2+1/4(1 + cos s)δ/2+1/4.
Entonces,

‖gk(x)‖Lp((1−x)α(1+x)β dx) =

= ‖gk(cos s)‖Lp((1−cos s)α+1/2(1+cos s)β+1/2 ds) ≤

≤ ‖(1− cos s)−α/2−1/4(1 + cos s)−β/2−1/4T ∗(φ)(s)‖Lp((1−cos s)α+1/2(1+cos s)β+1/2 ds) =

= ‖T ∗(φ)(s)‖Lp((1−cos s)(1−p/2)(α+1/2)(1+cos s)(1−p/2)(β+1/2) ds).

Admitamos que T ∗ es un operador acotado de

Lp((1− cos s)(1−p/2)(γ+1/2)(1 + cos s)(1−p/2)(δ+1/2))

en
Lp((1− cos s)(1−p/2)(α+1/2)(1 + cos s)(1−p/2)(β+1/2)),

lo que probaremos más adelante. Si esto es aśı, resulta:

‖T ∗(φ)(s)‖Lp((1−cos s)(1−p/2)(α+1/2)(1+cos s)(1−p/2)(β+1/2) ds) ≤

≤ C‖φ(s)‖Lp((1−cos s)(1−p/2)(γ+1/2)(1+cos s)(1−p/2)(δ+1/2) ds) =

= C‖f(cos s)‖Lp((1−cos s)γ+1/2(1+cos s)δ+1/2 ds) = C‖f(x)‖Lp((1−x)γ(1+x)δ dx),

con lo cual ‖gk‖Lp(dµ) ≤ C‖f‖Lp(dν).
Se tiene entonces que la sucesión {gk} contiene una subsucesión {gkj

} que converge
débilmente a una función g ∈ Lp(dµ). Es decir:∫ 1

−1

gh dµ = ĺım
j→∞

∫ 1

−1

gkj
h dµ ∀h ∈ Lq(dµ)
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Por consiguiente: ∫ 1

−1

gPα,β
n dµ = ĺım

j→∞

∫ 1

−1

gkj
Pα,β

n dµ = an

y además,
‖g‖Lp(dµ) ≤ sup

j
‖gkj

‖Lp(dµ) ≤ C‖f‖Lp(dν)

como queremos demostrar.
Para obtener el resultado, sólo tenemos que probar que T ∗ es un operador acotado
de

Lp((1− cos s)(1−p/2)(γ+1/2)(1 + cos s)(1−p/2)(δ+1/2))

en
Lp((1− cos s)(1−p/2)(α+1/2)(1 + cos s)(1−p/2)(β+1/2)).

Como 1− cos s ∼ s2 y 1 + cos s ∼ (π− s)2 en (0, π), ello equivale a probar que T ∗

es un operador acotado de

Lp(s(2−p)(γ+1/2)(π − s)(2−p)(δ+1/2))

en
Lp(s(2−p)(α+1/2)(π − s)(2−p)(β+1/2)).

Es suficiente ver, por (4.27), que para algún δ > 1,(
s(2−p)(γ+1/2)(π − s)(2−p)(δ+1/2), s(2−p)(α+1/2)(π − s)(2−p)(β+1/2)

)
∈ Aδ

p((0, π)).

Pero según vimos en los teoremas 1.33 y 1.39, esta condición se puede expresar de
la siguiente manera:

−1 < (2− p)(α + 1/2); −1 < (2− p)(β + 1/2);

(2− p)(γ + 1/2) < p− 1; (2− p)(δ + 1/2) < p− 1;

(2− p)(γ + 1/2) ≤ (2− p)(α + 1/2); (2− p)(δ + 1/2) ≤ (2− p)(β + 1/2).

Estas desigualdades equivalen a (4.25) y (4.26), y el teorema queda probado.

Notas: a) Eligiendo otras sucesiones {rn,k} que verifiquen las hipótesis de Gilbert,
es posible obtener de la misma manera resultados similares, en el sentido de que a
cada función f ∼

∑∞
n=0 anP

γ,δ
n asocian una g ∼

∑∞
n=0 mnanP

α,β
n .

b) Teoremas de este tipo han sido obtenidos por Askey ([A]) y Muckenhoupt
([Mu 5]), no para los polinomios Pα,β

n y P γ,δ
n sino para las funciones ortonormales

correspondientes.



§3. Divergencia en casi todo punto de la serie de Fourier

Hasta ahora sólo hemos hablado, para sistemas particulares, del intervalo de p
donde podemos asegurar la convergencia en casi todo punto (bien directamente o
bien por medio de la acotación del operador maximal). En este último apartado,
trataremos de determinar lo que ocurre fuera de dicho intervalo.

Por ejemplo, para las series de Fourier-Legendre sabemos que hay convergencia
en casi todo punto en Lp si p > 4/3. Para p < 4/3, se puede ver ([Sz 2]) que
la serie de Fourier de la función (1 − x)−3/4 diverge en todo punto. Esto lo hace
notar Pollard en [P 3], donde plantea el problema de la convergencia en L4/3. En
1983, Meaney (véase [M]) responde a esta cuestión, demostrando que existe una
función en L4/3 cuya serie de Fourier-Legendre diverge en casi todo punto. Como
ya es habitual, el resultado se extiende al caso de series de Fourier-Jacobi para
α, β ≥ −1/2.

Badkov (véase [B]), al estudiar el operador maximal en los casos que trata,
también logra demostrar que en los espacios Lp en los que el operador maximal
no está acotado, se puede encontrar una función cuya serie de Fourier o bien no
existe, o bien diverge en casi todo punto.

El método de Badkov y de Meaney consiste en usar estimaciones para la norma
de los polinomios en Lq, donde 1/p + 1/q = 1, y estimaciones asintóticas para los
polinomios del tipo de (4.1).

Nuestra aportación en este tema es la observación de que sólo hace falta una
cota inferior sobre la norma de los polinomios para obtener un resultado de diver-
gencia. Utilizaremos el teorema 1.11, de Máté, Nevai y Totik, cuyo enunciado es
el siguiente:

Sea dµ una medida sobre [−1, 1] y µ′ > 0 en casi todo punto. Sea 0 < r ≤ ∞.
Existe una constante C tal que, si g es una función medible Lebesgue en [−1, 1],
entonces:

‖µ′(x)−1/2(1− x2)−1/4g(x)‖Lr(dx) ≤ C lim
n→∞

‖Png‖Lr(dx).

En particular, si limn→∞ ‖Png‖Lr(dx) = 0, entonces g = 0 en casi todo punto.
Como consecuencia, podemos probar un teorema sobre divergencia, válido para

la serie de Fourier relativa a polinomios ortonormales con respecto a una medida
cuya parte absolutamente continua sea positiva en casi todo punto:

Teorema 4.18. Sea dµ una medida sobre [−1, 1] con µ′ > 0 en casi todo punto y
supongamos que 1 < p ≤ q < ∞, 1/p + 1/q = 1. Si

(4.28) µ′(x)1−q/2(1− x2)−q/4 /∈ L1(dx),

entonces existe f ∈ Lp(dµ) tal que Snf diverge en casi todo punto de [−1, 1].

147
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Demostración:
Si f ∈ Lp(dµ), entonces Snf(x) =

∑n
k=0 ck(f)Pk(x), donde {Pk} es la sucesión de

polinomios ortonormales con respecto a dµ y

ck(f) =

∫ 1

−1

fPk dµ.

Consideremos los operadores cn : Lp(dµ) −→ R dados por la expresión anterior;
por dualidad,

‖cn‖ = ‖Pn‖Lq(dµ) ≥ ‖Pn(x)µ′(x)1/q‖Lq(dx)

y, según el resultado de Máté, Nevai y Totik antes citado,

sup
n
‖cn‖ = +∞.

Entonces, el teorema de Banach-Steinhaus asegura la existencia de una función
f ∈ Lp(dµ) tal que supn |cn(f)| = +∞. Supongamos que Snf converge en un
conjunto E de medida de Lebesgue |E| positiva. Esto implica que cn(f)Pn(x) −→ 0
en E, luego

lim
n→∞

Pn(x) = 0 en E,

por ser supn |cn(f)| = +∞. Pero entonces existe un subconjunto D de E y de
medida positiva (tan próxima a |E| como queramos) tal que

lim
n→∞

Pn(x) = 0 uniformemente en D,

con lo que

lim
n→∞

∫ 1

−1

χDPn dµ = 0.

Pero de esta igualdad, aplicando de nuevo el resultado de Máté, Nevai y Totik,
con r = 1 y g = χDµ′, se deduce que

lim
n→∞

∫ 1

−1

χDµ′(x)1/2(1− x2)−1/4 dx = 0,

lo que implica µ′ = 0 en D, contra la hipótesis. Por lo tanto, Snf diverge en casi
todo punto, lo que prueba el teorema.

Este teorema extiende el resultado de Meaney para polinomios de Jacobi, sin
la restricción α, β ≥ −1/2:

Corolario 4.19. Sean α > −1/2, α ≥ β > −1, dµ(x) = (1 − x)α(1 + x)β dx
sobre [−1, 1] y p = 4(α + 1)/(2α + 3). Entonces existe f ∈ Lp(dµ) cuya serie de
Fourier-Jacobi diverge en casi todo punto de [−1, 1].
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Demostración:
Basta comprobar que se cumple la condición (4.28).

Otra sencilla consecuencia del teorema es la siguiente:

Corolario 4.20. Existe un sistema de polinomios ortonormales en [−1, 1] tal que
la serie de Fourier correspondiente no puede converger en casi todo punto para
toda función f ∈ Lp(dµ), con p < 2.

Demostración:
Si tomamos la medida dµ(x) = e−1/|x| dx, es fácil comprobar que se cumple (4.28)
para todo p < 2 (es decir, q > 2).

Nota: el teorema 4.18 no proporciona ningún resultado cuando p = 2. De hecho,
permanece abierta la cuestión de si para cualquier medida µ en [−1, 1], la serie de
Fourier relativa a sus polinomios ortonormales converge en casi todo punto para
toda función de L2(dµ). Puede verse un resultado parcial en [Nv], corolario 8.5,
pág. 150, que asegura la convergencia imponiendo condiciones de suavidad a µ′.
Por el contrario, existen sistemas ortonormales (no formados por polinomios) para
los cuales hay funciones de L2 con serie de Fourier divergente en casi todo punto
(véase [O], caṕıtulo III, § 2).

El teorema 4.18 se puede extender a espacios Lp con pesos de la siguiente forma:

Teorema 4.21. Sea dµ una medida sobre [−1, 1] con µ′ > 0 en casi todo punto
y supongamos que 1 < p ≤ q < ∞, 1/p + 1/q = 1. Sea v una función positiva y
medible Borel en [−1, 1]. Si v−1 /∈ Lq(dµ) o

µ′(x)1−q/2(1− x2)−q/4v(x)−q /∈ L1(dx),

entonces existe una f ∈ Lp(vp dµ) tal que o bien no existe Snf , o bien diverge en
casi todo punto de [−1, 1].

Demostración:
Supongamos que Snf existe y converge en algún conjunto de medida positiva, para
toda f ∈ Lp(vp dµ). Puesto que existe

c0(f) =

∫ 1

−1

f(x)P0 dµ(x) =

∫ 1

−1

(vf)(P0v
−1) dµ(x) ∀vf ∈ Lp(dµ),

debe ser P0v
−1 ∈ Lq(dµ), es decir: v−1 ∈ Lq(dµ). Y ahora, si v−1 ∈ Lq(dµ), existe

ck(f) para toda f ∈ Lp(vp dµ) y podemos continuar de manera análoga a como lo
haćıamos en el teorema 4.18.
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Como consecuencia, se puede enunciar el resultado correspondiente al corola-
rio 4.19, con un peso u(x) = (1− x)a(1 + x)b.

Podemos enunciar también el teorema 4.21 imponiendo la hipótesis

sup
n
‖Pnv

−1‖Lq(dµ) = +∞

en lugar de

µ′(x)1−q/2(1− x2)−q/4v(x)−q /∈ L1(dx).

En este sentido, el resultado que hemos obtenido generaliza el de Badkov ([B],
teorema 6.3), ya que este impone otras condiciones adicionales.

En cuanto al sistema de Bessel, ya hemos visto en el segundo caṕıtulo que
se tiene una fórmula similar (véase [V], teorema 5.15) a la que Máté, Nevai y
Totik probaron para sistemas de polinomios: si α > −1 y 1 ≤ p < ∞, existe una
constante C > 0 tal que∫ 1

0

h(x)x−p/2 dx ≤ C lim
n→∞

∫ 1

0

h(x)|jn(x)|p dx

para toda función h medible y no negativa sobre [0, 1].
Usando este resultado en lugar del de Máté, Nevai y Totik, se demuestra lo

análogo al teorema 4.21:

Teorema 4.22. Sean α > −1 y 1 < p ≤ q < ∞, 1/p+1/q = 1. Sea v una función
positiva y medible Borel en [0, 1]. Si

v(x)−qxαq+1 /∈ L1(dx)

o

v(x)−qx1−q/2 /∈ L1(dx),

entonces existe una f ∈ Lp(vpx dx) cuya serie de Fourier-Bessel de orden α o no
existe o diverge en casi todo punto de [−1, 1].

Observación. En el caso de los polinomios de Jacobi con α, β ≥ −1/2, los corola-
rios 4.15 y 4.19 dejan cerrado el problema de la convergencia en casi todo punto de
la serie de Fourier para los espacios de Lebesgue Lp. Es decir, existe un p = p(α, β)
tal que

Snf(x) −→ f(x) en casi todo punto, ∀f ∈
⋃
r>p

Lr(dµ)

y Snf(x) diverge en casi todo punto para alguna f ∈ Lp(dµ), donde dµ(x) =
(1− x)α(1 + x)β dx sobre [−1, 1].
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Este estudio se puede extender a los espacios de Lorentz. Por ejemplo, Colzani
([Co]) ha estudiado la convergencia en casi todo punto de la serie de Fourier-
Legendre en los espacios L4/3,r y ha obtenido el siguiente resultado:

Teorema.

a) Las sumas parciales Snf(x) de la serie de Fourier-Legendre de cualquier
función f ∈ L4/3,1([−1, 1]) convergen en casi todo punto a f .

b) Si 1 < r ≤ ∞, existe una función f ∈ L4/3,r([−1, 1]) tal que Snf(x) diverge
en todo punto de [−1, 1].

En el caso general, si {Pn} es un sistema de polinomios ortonormales con res-
pecto a una medida µ en [−1, 1], podemos seguir las ideas del teorema 4.18 y
probar el siguiente resultado:

Proposición 4.23. Sea µ una medida en [−1, 1], µ′ > 0 en casi todo punto y
{Pn} su sistema de polinomios ortonormales. Sea 1 < p ≤ q < ∞, 1/p + 1/q = 1,
1 < s < ∞, 1/s + 1/r = 1. Si

(4.29) sup
n
‖Pn‖Lq,r(dµ) = +∞,

entonces existe una función f ∈ Lp,s(dµ) cuya serie de Fourier respecto del sistema
{Pn} diverge en casi todo punto de [−1, 1].

Demostración:
Si llamamos ck(f) a los coeficientes de Fourier de f ∈ Lp,s(dµ), la norma de los
operadores ck : Lp,s(dµ) −→ R es, por dualidad,

‖Pn‖Lq,r(dµ).

Como los espacios de Lorentz son espacios de Banach, podemos utilizar el teorema
de Banach-Steinhaus y continuar como en el teorema 4.18.

La condición (4.29) se puede utilizar en los casos en que conozcamos expresiones
asintóticas de los polinomios. Por ejemplo, para los polinomios de Legendre, puede
demostrarse que ‖Pn‖L4,s(dx) ∼ [log(2 + n)]1/s (véase [Co]); basta entonces utilizar
la proposición anterior y obtenemos la parte b) del teorema de Colzani, si bien con
divergencia en casi todo punto.

Pero en el caso general no es posible determinar si se cumple (4.29). Seŕıa
interesante conocer acotaciones inferiores para las normas de los polinomios en
Lp,r(dµ); es decir, algún resultado similar al teorema 1.11 de Máté, Nevai y Totik
para las normas en Lp(dµ). Este es uno de los temas en los que estamos investigando
actualmente.
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