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Resumen

Este documento es una plantilla en IATEX disefiada para cumplir con las directrices propias para la
elaboracién del trabajo de fin de grado de Matematicas en la Facultad de Ciencias de la Universidad de
Zaragoza. Estas directrices, que se pueden ver en [8], indican lo siguiente sobre la memoria (articulo 4):

1. La memoria del TFG podra ser redactada en espafiol o en inglés. Si la memoria estd escrita en
espafiol (respectivamente en inglés) deberd acompanarse de un resumen en inglés (respectivamente
en espailol). La extension de dicho resumen serd de dos o tres paginas.

2. La memoria se editard, preferiblemente, utilizando el sistema de composicién de documentos
ISTEX. A tal efecto, en la padgina web de la Facultad de Ciencias se dispondra de una plantilla IATEX.

3. Con el fin de facilitar su validacién administrativa, todas las memorias de TFG de la Facultad
de Ciencias tendrdn un tamaio de letra diferenciado minimo de 11 puntos, con un interlineado a
espacio 1,15 y mdrgenes de al menos 2,5 cm, en papel tamafio DIN A4. El indice y el resumen
deberan ir justo antes del inicio de la memoria y esta, en ninglin caso, podra superar las 25 paginas,
excluidos los anexos.

4. El director de un TFG deberd comprobar que la memoria presentada cumple con las normas de
edicién establecidas, antes de dar el visto bueno a su depdsito.

Esta plantilla se ofrece por si resulta ttil, pero debe quedar claro que no es obligatorio usarla: el
trabajo se puede escibir prescindiendo de esta plantilla, siempre que se respeten las directrices anteriores.
La plantilla estd disefiada para un trabajo compuesto por uno o mds capitulos y una bibliografia Gnica,
es decir, no una por cada capitulo. Detallando un poco mds, la estructura es la siguiente y por este orden:

= Una portada.
= Un resumen.

= Después, un indice general en el que figuran el resumen, los capitulos de los que consta el trabajo
y la bibliografia. Cada capitulo puede contener secciones, que también aparecen en el indice.

= La parte principal, formada por cada uno de los capitulos que componen el trabajo.
= Y, por dltimo, la bibliograffa.

La plantilla estd escrita para componerse en pdflatex y la forman varios archivos que deben estar
en la misma carpeta:

= Un documento principal, que contiene las érdenes iniciales y el cédigo I&TgXdel texto.
= Los archivos de imédgenes que se vayan a incluir en el trabajo.

En el primer capitulo de este modelo se dan mds detalles sobre esta plantilla.

Obsérvese que en este ejemplo el resumen no sigue las directrices establecidas para los trabajos de
fin de grado, segun las cuales debe estar escrito en inglés si el trabajo estd en castellano.

El dltimo capitulo de este documento se ha puesto solo como relleno, como ejemplo de texto mate-
matico, y no corresponde a un verdadero trabajo de fin de grado.

II1






Indice general

Resumen 1
1. Instrucciones 1
1.1. El preambulo del documento principal . . . . . . . . . . ... .. ... ... ...... 1
1.2. El bloque inicial: la portada, el resumen y el indice. . . . . . . .. ... ... ... ... 3
1.3. Elbloque principal: los capitulos. . . . . . . ... ... ... ... .. ... ... 4
1.4. Elbloque final: la bibliografia. . . . . . . . .. . .. ... .. o o 4
2. Comentarios 5
2.1, Figuras . . . . .o e e 5
2.2, Btiquetas . . . . .. L e e e 6
2.3. Consejosdeestilo . . . . . . ... 6
3. La funcion Gamma de Euler 9
3.1. Definicién de la funcién Gamma como un producto infinito . . . . . . . .. .. ... .. 9
3.2. Definicién de la funcién Gamma como una integral . . . . . . . ... ... ... ... 12
3.3, Laférmulade Stirling . . . . . . . . . . ... 13
Bibliografia 15






Capitulo 1

Instrucciones

Esto no es un manual de I&TEX. Uno bastante completo en castellano es [6]. Y, desde luego, el que
mads informacién proporciona es [10].

Estas instrucciones son mds bien unos comentarios sobre la plantilla, con el objeto de facilitar su
uso (y su modificacion) a los autores de los trabajos de fin de grado. Lo mejor serd tener a la vista el
codigo tex al tiempo que se lee el pdf. Algunos de estos comentarios serdn demasiado elementales, otros
demasiado escuetos y quizd alguno no sea del todo correcto.

Como ya se ha dicho en el resumen, este trabajo estd formado por varios elementos: la portada, el
resumen, un indice general, los capitulos y la bibliografia. Cada uno de estos elementos empieza en
pagina impar, dejando antes, si hace falta, una pdgina par en blanco.

A diferencia de los capitulos, el resumen no lleva delante el titulo de Capitulo ni numeracién; tam-
poco el indice ni la bibliografia.

La numeracién de las paginas es con nimeros romanos para la parte inicial (el resumen y el indice
general) y con niimeros ardbigos para el niicleo del trabajo (los capitulos y la bibliografia).

1.1. El preambulo del documento principal

El documento principal es PlantillaTFG.tex y en primer lugar contiene las érdenes principales, las
llamadas a los paquetes auxiliares y las definiciones. Es lo que podemos llamar el preambulo del docu-
mento. Empieza por las lineas

h&pdflatex
#'TEX TS-program = pdflatex
%!TEX encoding = UTF-8 Unicode

que indican el programa con que se compone el texto (pdflatex) y la codificacion (aqui hemos usado utf-
8). No es necesario entrar en detalles ni tocar estas lineas. A continuacion vienen algunos comentarios y,
por fin, la orden

\documentclass[11pt]{book}
que determina el tamafio de la letra y el formato principal. Las lineas

\usepackage{geometry}
\geometry{

}

establecen las dimensiones de la pagina y, dentro de ella, el espacio reservado al texto.
Las siguientes lineas incorporan los paquetes de IATEX que se van a usar. Los primeros son:
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\usepackage [utf8] {inputenc}
\usepackage [spanish] {babel}
\usepackage [T1]{fontenc}

En conjunto, estas érdenes indican que el trabajo esta escrito en castellano. Permiten usar de manera

normal el teclado en espaifiol, es decir, no habrda que escribir \’a para obtener la letra acentuada, sino

que podremos escribir & sin mas. Lo mismo se aplica a la letra fi, a los signos de abrir interrogacién y

exclamacion, etcétera. También establece los cortes de palabra en espaiol y muchos otros pardmetros.
A continuacion aparecen varias érdenes de la forma

\usepackage{...}

cada una de la cuales carga un paquete. Algunas de estas lineas podrian quitarse (o anteponer un %) si no
se van a usar. Un primer bloque,

\usepackage{amssymb}
\usepackage{amsmath}
\usepackage{amsthm}
\usepackage{mathptmx}

incorpora Ordenes ttiles cuando se escriben enunciados y férmulas matemadticas (amssymb, amsmath
y amsthm) y cambia a la letra Times (mathptmx). En lugar de mathptmx se puede poner, por ejemplo,
Imodern.

Las lineas

\usepackage{tikz}
\usetikzlibrary{babel}

incorporan el paquete tikz, que permite hacer dibujos, graficas y esquemas desde IATEX (la segunda linea
evita algunos conflictos entre los paquetes tikz y babel).

A lo largo del texto, los capitulos, las secciones, algunos enunciados, algunas férmulas, las referen-
cias bibliograficas. .. llevan una numeracion a la que en otras partes se puede hacer referencia («...en la
seccion 1.4...»). Las lineas

\usepackage{url}
\usepackage [pdftex, colorlinks=true, citecolor=cyan, linkcolor=black,
urlcolor=black]{hyperref}

hacen que estas referencias lleven un enlace al lugar referenciado (es decir, picar en el 1.4 nos llevaria
al comienzo de la seccion 1.4). También mejoran el comportamiento de los enlaces externos (a paginas
web, por ejemplo). Las opciones colorlinks, citecolor, linkcolor, urlcolor determinan el aspecto y el
funcionamiento de estos enlaces.

El bloque

\usepackage{titleps}

\newpagestyle{miestilo}{

\sethead[\thepage] [] [\textsl{\chaptername\ \thechapter. \chaptertitlel}]
{\textsl{Una plantilla para el TFG \ - \ Mario Pérez Rieral}}{}{\thepage}
#\setfoot[] [\textsl{\thesection. \sectiontitlel}][]
5{H{\textsl{\thesection. \sectiontitle}}{}

}

es importante, porque establece el formato de las cabeceras y pies de pdgina. El estilo estd definido me-
diante dos 6rdenes: \sethead y \setfoot, aunque en este ejemplo solo usamos la primera. Su sintaxis
es la misma:
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\sethead [A] [B] [C]{D}{E}{F}
(atencidn a los corchetes y las llaves), donde:
= A es lo que aparece en la esquina izquierda de la cabecera de las paginas pares;
= B es la parte central de la cabecera de las paginas pares;
= Ces la esquina derecha de la cabecera de las paginas pares;
= D, E y F son andlogas, pero para las paginas impares.

Cada uno de estos seis elementos puede estar vacio, como en el ejemplo. Con \setfoot establecemos
los pies de pdgina (en esta plantilla estdn vacios). Como en esta plantilla usamos dos estilos de cabecera
diferentes, uno para la primera parte (resumen e indice) y otro para la parte principal, a continuacién
aparece otro bloque similar:

\newpagestyle{primeraparte}{

\sethead [\thepage] [] [\textsl{\chaptertitle}]

{\textsl{Una plantilla para el TFG \ - \ Mario Pérez Riera}}{}{\thepage}
#\setfoot[] [\textsl{\thesection. \sectiontitlel}] []
5{H{\textsl{\thesection. \sectiontitle}}{}

}

En seguida explicamos cdmo se activa un estilo u otro.

Después de este bloque se definen algunas 6rdenes mds técnicas, asi como los entornos del tipo
teorema, proposicion, definicidn, ejemplo y otras érdenes para los simbolos y operadores matematicos
de uso frecuente.

Con estas lineas termina la parte preparatoria y comienza el documento en si. Est4 dividido en tres
grandes bloques: el bloque inicial, el bloque principal y el bloque final.

1.2. El bloque inicial: la portada, el resumen y el indice.

El bloque inicial empieza con las 6érdenes

\frontmatter
\pagestyle{primeraparte}

y termina, después del cédigo de la portada y el resumen, con

\tableofcontents
\clearemptydoublepage

La orden \frontmatter indica que estamos en el bloque inicial. La orden que vemos a continuacion,
\pagestyle{primeraparte}, activa el estilo de cabecera primeraparte, que es uno de los que acaba-
mos de definir nosotros.

A continuacién viene el codigo de la portada del trabajo. A diferencia del resto, aqui empleamos
diferentes tamafios de letra y 6rdenes para forzar un espaciado vertical.

La portada termina con la orden \clearemptydoublepage, que se repite a lo largo del c6digo siem-
pre al final de una parte o un capitulo. Esta orden afiade una pdgina en blanco si hace falta, para que el
siguiente elemento del trabajo empiece en pagina impar. Es decir: si la dltima pagina es impar, afiade una
pagina par en blanco; si la dltima pdgina es par, no hace nada.

Después de la portada viene el resumen, que empieza con la orden \chapter{Resumen}. Técnica-
mente, el resumen es un capitulo del texto. Acaba también con la orden \clearemptydoublepage.

Al final, la orden \tableofcontents compone el indice general. Este indice sale de manera auto-
matica (quizds haya que componer el texto un par de veces) y contiene los titulos de los capitulos, las
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secciones y las subsecciones, si las hay. Contiene también el resumen y la bibliografia. Cada entrada
lleva un enlace al apartado correspondiente. Como se ha dicho antes, los colores se pueden cambiar en
la linea

\usepackage[...]{hyperref}

del preambulo.
La orden \tableofcontents viene seguida también por \clearemptydoublepage. Asi termina el
bloque inicial del trabajo.

1.3. El bloque principal: los capitulos.

Este bloque empieza con la orden \mainmatter y sigue el mismo esquema que el bloque inicial.
Consta de los capitulos del trabajo.

Cada capitulo del trabajo empieza con la orden \chapter{. ..}, donde entre las llaves estd el titulo
del capitulo. Y termina con \clearemptydoublepage.

1.4. El bloque final: la bibliografia.

El bloque final, que empieza con la orden \backmatter, estd formado por la bibliografia. Su estruc-
tura es estdndar: comienza con

\begin{thebibliography}{99}
y termina con
\end{thebibliography}

En el pdf, cada entrada de la bibliografia aparece con un nimero entre corchetes, tras el cual se indica
el autor o autores y el titulo del libro o articulo. En el caso de los libros, sigue la editorial, lugar de
publicacién y afio; en el caso de los articulos, la revista, volumen, niimero, afio y paginas. Cada parte va
con una tipografia determinada: por ejemplo, los autores se escriben en versalitas.

Naturalmente, el estilo de las referencias se puede cambiar, pero una vez elegido el estilo es impor-
tante sujetarse a €l.

El nimero 99 de la orden \begin{thebibliography}{99} indica el espacio que se reserva al
nimero entre corchetes. En este caso, se reserva espacio para dos digitos. Si hay menos de diez entradas,
deberd escribirse un nimero de una cifra (por ejemplo, 9); si hay entre 100 y 999 entradas, pondremos
\begin{thebibliography}{999}, por ejemplo.



Capitulo 2

Comentarios

Incluimos en este capitulo algunos comentarios generales y consejos de escritura que no se refieren
especificamente a esta plantilla.

2.1. Figuras

Como en cualquier documento escrito en IAEX (en nuestro caso, pdflatex) podemos incluir figuras.
Estas figuras pueden ser imdgenes contenidas en documentos aparte o compuestas dentro de nuestro
documento con 6rdenes de I&IEX. Se pueden incluir imdgenes en diversos formatos graficos, como pdf,
jpeg y png, pero no todos; por ejemplo, no se pueden incluir imagenes tiff o gif.

Es preferible dejar flotar las figuras. Si se usa el entorno figure, entonces con

\begin{figure}[ht]
\end{figure}

indicamos que la figura debe insertarse preferiblemente donde se escribe el cddigo (la h de here) o en la
parte superior de la pagina (la t de top).

as  Universidad
Facultad de Ciencias I [T) zZara goza
Universidad Zaragoza 1542

Figura 2.1: dos imdgenes en archivos externos.

El paquete tikz permite hacer graficas de funciones, figuras geométricas y diagramas sencillos, y no
tan sencillos, como los de las figuras 2.2 y 2.3.

ANWAWARAWA
\VARVERVERVERV/

Figura 2.2: gréfica de la funcién sen(2x) entre —27 y 37, hecha con rikz.
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Figura 2.3: dos figuras juntas hechas con tikz.
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2.2. Etiquetas

A menudo, los capitulos y secciones, los enunciados (teoremas, proposiciones, corolarios...) y las
figuras llevan una numeracion automatica. Las férmulas centradas pueden llevar también numeracién o
no llevarla. Es mejor numerar solo las férmulas a las que se hace referencia en el texto. En cualquier
caso, nunca se debe numerar a mano, sino usar las 6rdenes de I&IEX adecuadas; por ejemplo,

\begin{equation}
\end{equation}

Y tampoco se debe hacer referencia a las férmulas y enunciados escribiendo a mano la numeracion, sino
etiquetando la férmula o enunciado con \label y refiriéndonos a ellos con \eqref (para férmulas) y
\ref (para enunciados).

De la misma manera, para hacer referencia a una entrada de la bibliografia debemos usar la orden
\cite, nunca escribir a mano la clave.

2.3. Consejos de estilo

Al escribir un trabajo hay algunas reglas de estilo a las que conviene atenerse. Es facil encontrar
textos, mds o menos exhaustivos, que recogen estas reglas. Aunque en ocasiones no queramos seguirlas
hasta el ultimo detalle, es ttil releerlas de vez en cuando.

En la bibliografia hemos seleccionado algunas referencias con indicaciones sobre I&TEX, tipografia y
lingiifstica ([3, 4, 12]).

Es singularmente interesante la pagina texnia (http://www.texnia.com/) de Javier Bezos, una
autoridad en IATEXy tipografia. Ahf estd disponible [4], entre mucha mds informacién.

La guia [3] estd escrita para los alumnos de la Universidad de La Rioja que redacten su trabajo de
fin de grado en I4TEX. De ella hemos tomado buena parte de estas notas. Uno de sus autores, Juan Luis
Varona, es otro gran experto en I&TEX, edicién y tipografia.

Desde luego, para cualquier duda lingiiistica en castellano es indispensable la pagina de la Real
Academia Espafiola [12], donde encontraremos su diccionario de la lengua espafiola y su diccionario
panhispénico de dudas.

Recogemos aqui algunos primeros consejos:

1. Redacta correctamente. Aunque se trate de un texto matematico, debe estar bien escrito y sin faltas
de ortografia o gramaticales.

2. Escribe un buen cédigo IATEX. Un cédigo claro, bien estructurado, es mds fécil de repasar. Lo que
parece sencillo de entender en el momento en que lo escribes, puede resultar oscuro si lo tienes
que revisar al cabo de un tiempo. Pon comentarios (lineas que empiezan por %) para explicar las
partes mds complicadas.
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10.

11.

12.

Corrige todos los errores de TgX que ocurran al componer el texto. No te conformes nunca con
pulsar Enter hasta que salga el pdf. Intenta obtener al final una composicién limpia, sin errores ni
advertencias. En particular, sin avisos de overfull.

No incluyas una inmensa lista de paquetes o definiciones que no vas a usar, a menudo copiados y
pegados de otros sitios.

Usa los entornos del tipo teorema, definicion, observacion. .. (es decir, con \begin{teorema},
..., \end{teorema}), en lugar de formatear a mano los enunciados.

No cites nunca a mano las férmulas y enunciados; no pongas numeracién a férmulas que no cites.
Sobre esto hemos comentado algo en la seccién 2.2.

Evita, si es posible, las érdenes \bigskip, \medskip, \smallskip, \hskip, \vskip y similares,
ynouses \ , \, y andlogas sin una buena razén. Es decir, como regla general es mejor dejar que
IATEX establezca el espaciado vertical y horizontal por si mismo.

Haz un uso moderado de \emph, \textbf y similares: una palabra en cursiva o negrita llama la
atencién, pero una pdgina llena de cursivas, negritas, texto entre comillas, recuadros o incluso
distintos colores es simplemente mds dificil de leer. Decide con qué criterio vas a usar cada uno de
estos recursos tipograficos.

. Consulta un buen manual, como [6] y [10], antes de escribir una expresién matemadtica nueva. Es

probable que alli encuentres una solucién més sencilla que la que vayas a desarrollar por tu cuenta.
La mayoria de los paquetes tienen también su manual, que tendrés en tu distribucion de ISTEX.

Hay una gran variedad de 6rdenes para escribir férmulas que no caben en una linea. Consulta la
guia de usuario del paquete amsmath.

Establece un estilo para la bibliografia y sujétate a él. Esto también lo hemos comentado antes,
en la seccién 1.4. Ten en cuenta, para decidir el estilo, que las entradas de la bilbiografia pueden
ser de varios tipos: libros enteros, articulos de revistas, padginas web. .. Puedes tomar el estilo de
alguna revista, por ejemplo.

No abrevies los nombres de las revistas de cualquier manera: hay formas normalizadas de hacerlo.
Puedes consultar las abreviaturas de revistas matematicas en [1], de la American Mathematical
Society (AMS). También puedes consultar MathSciNet (por ejemplo, [2]), asi mismo de la AMS
y suscrita por la Universidad de Zaragoza. Si no encuentras la revista que quieres, puedes buscar
en [9] las abreviaturas de palabras en titulos de revistas, en diferentes idiomas, segtin la norma
ISO.






Capitulo 3

La funcion Gamma de Euler

El contenido de la seccién 3.1 estd tomado, sin apenas cambios, de [5, pdg. 518 y sig.]. Y el de la
seccién 3.2, de [7, pdg. 185-187] y [13, p4g. 206 y sig.]. De las muchas demostraciones de la férmula de
Stirling, la que presentamos en la seccion 3.3 estd tomada esencialmente de [11].

Para la primera seccidn es necesario tener conocimientos de andlisis complejo. Damos por conocida
la factorizacién _ )

senﬂ:zznzn<l—z2), z€C, G.1)
n=1 n
cuya demostracion puede verse, por ejemplo, en [5, padg. 518] o en [13, pag. 211-212].

Enunciamos aqui el teorema de factorizacién que usamos en la seccién 3.1 (en realidad, el teorema

de factorizacion de Weierstrass es mds bien un reciproco de este resultado):

Definicién. Escribimos Eg(w) =1 —w y paracada p € N,

> 3 »
Ep(w):(l—w)exp(w+v;+v‘;_+_..._|_v;>.

Estas funciones enteras se llaman factores elementales y su tnico cero es 1, simple.

Teorema 3.1. Sea {z,};7 | C C con z, # 0 para todo n'y z,, — oo (pueden estar repetidos). Si {pn}_; C
NU{0} y para cada r > 0 la serie
=) 1+py
y (r)
n=1 ’Z”’

a) f(z)= 10'01 Ep, (%) define una funcion holomorfa en C;
n=1 "

converge, entonces:

b) los ceros de f son los z, y su multiplicidad es el niimero de veces que aparecen repetidos en la
sucesion.

3.1. Definicion de la funcion Gamma como un producto infinito

La funcién entera més sencilla que se anula, con ceros simples, en los enteros negativos es
- 2\ —z/n
F=JT(1+)e " (3.2)
n=1

En efecto, basta aplicar el teorema de factorizacién con z, = —n para cada n € N y con p, = 1; clara-
mente, para cada r > 0 la serie



10 Capitulo 3. La funciéon Gamma de Euler

converge, y entonces el producto infinito
[1E5 <Z> =1] (1 — Z) &l = 11 (1 + E) e~in
n=1 Zn n—1 n =1 n

converge uniformemente sobre compactos de C y define una funcién entera cuyos ceros son los enteros
negativos, todos ellos simples.
De la factorizacién (3.1) se deduce que

senmz = wzF (2)F(—2).

Las funciones F(z— 1) y zF(z) son ambas enteras y con los mismos ceros: 0,—1,—2..., todos ellos
simples. Por lo tanto, su cociente tiene logaritmo holomorfo: es una funcién entera que no se anula en
ningtn punto. Es decir:

F(z—1) = zF(z)e? (3.3)

para alguna funcién entera g. Si sustituimos F por su definicion, tenemos

En esta expresién tomamos derivadas logaritmicas:

it 1/n 1 1 / 3 I/n :
x (#;v) -0k (i)

n=1

No insistiremos en esto, pero todos los productos infinitos, las series y los limites que hemos manejado
y los que vengan a continuacién convergen porque converge el producto infinito (3.2) y porque se puede
derivar logaritmicamente.

De la férmula anterior obtenemos g’(z), pasando a sumas parciales para no manejar series que no
converjan:

Por consiguiente, g'(z) = 0 para todo z € C, es decir, g es una constante. ;Qué constante? La llamamos y
y para hallarla basta imponer que cumpla la férmula (3.3) sustituyendo, por ejemplo, z = 1:

1= F(0) = F(1)e" = '] <1 N 1> o
n=1 n

es decir,

= 1

= (14)e
- n
n=1

Naturalmente, no hay un tnico valor porque el logaritmo complejo no es dnico, pero el producto infinito
de la derecha es un niimero real positivo y entonces podemos elegir el Gnico ¥ € R que cumple esa
relacién. Es decir:

> 1 N 1
y= —1ognr:[] <1 + n) el = —logh;{Innl;I] %e_l/” — —logh;{,n(N+ e ' m27-x.

O, equivalentemente:

1 1
=lm(1+=-++——1 1) ).
4 A‘/n< tototy og(N + ))
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Esta constante se llama constante de Euler. Observemos que como log(N + 1) = logN + log(1 + ﬁ),
también podemos escribir

, 1 1
}/—11]{]11<1—|—2+---+N—10gN>. 3.4

Volviendo a la férmula (3.3), pero ya con g(z) = 7, tenemos
F(z—1)=zF(z)e"

y por lo tanto
YV (z—1) = ze°F(2).

La funcion I'(z) = m, cuyos polos son 0, —1,—2.. ., todos ellos simples, cumple
Metl)= 1 =)
Z FF () 721(z),
1
1)= =1
(1) e"F(1)

En particular, de aqui se deduce por induccién que I'(n) = (n— 1)! para todo n € N. También se cumple
que
1 1 T T

senzz =k (2)F (=) = T efT(z) —ze "T(—z) TR)(—9)(-2) T@E@I(I—z)’

es decir,
T
I'z)r'(l —z) = Z.
@ri-2=——, ¢
Si hacemos z = 1/2, obtenemos I'(1/2)? = . Como
1 1
F(%) = = 1 > 0,

se deduce que

I(3)=Vm.
Por otra parte, de la definicién de I'(z) se sigue que
e ¥ Z\—
I(z) = <1+7) M7 40,—1,-2...
(2)=— lel . +
Por lo tanto,
-1 N -1 —VZN| Z(1+3++4)
[(z) == l’m]'I(lJrE) eMm=limE 1~
NG n N z(z+1)...(z+N)
— 1lim e21ogN A eZ(*7+1+%+'”+%*10gN).

N z(z+1)...(z+N)
Teniendo en cuenta (3.4), queda

N*N!
I'(z) = lim , 0,—1,-2...
(2) N z(z+1)...(z+N) e

La funcién I se llama funcion I de Euler.



12 Capitulo 3. La funciéon Gamma de Euler

3.2. Definicion de la funcion Gamma como una integral

La definiciéon mads clasica de la funcién I” es como una integral:
I'(z) = /Oootz_le_tdt, Rez > 0.
Vamos a ver que esta definicion coincide con la anterior. De momento, definamos
<ﬂ@::£wﬁ*%4dﬁ

Como [r# e~ = Re@~Te~ s deduce que la funcién G estd bien definida si Rez > 0. En realidad,
es facil comprobar que es una funcién holomorfa en el abierto {z € C;Rez > 0}. Algunas propiedades
sencillas de esta funcién son:

a) G(z+1) = zG(z) (se comprueba integrando por partes).
b) G(1) =1 (es una integral inmediata).

¢) Paracadan € N, G(n) = (n—1)! (se prueba por induccion, a partir de las dos propiedades ante-
riores).

Sean ahora x,y > 0 (ndmeros reales positivos), 0 < A < 1. Entonces,

GAx+(1—L)y) = /mtk)ﬁ(lﬁl)yfleftdt _ /ootl(xfl)e—/lt[(lfl)(yfl)ef(lfl)tdt.
0 0

Aplicamos ahora la desigualdad de Holder a las funciones A~ D=2t ((1=2)(=1)=(1-4) con exponen-
tesp=1/A,q=1/(1—1). Resulta:

oo Up / roo 1/q
G(Ax+(1—A)y) < (/ tlp(x—l)e—lptdt> </ t(l—l)q(Y—l)e—(l—l)qtdt>
0 0

oo A e 1=
= (/ et dt) (/ Pl dt> )
0 0

G(Ax+(1-24)y) <G)*G(y)'™*, x>0,y>0,0<A<1

Es decir:

(los casos A =0, A = 1 son triviales). Las funciones que cumplen esta propiedad se llaman logaritmica-
mente convexas.

La demostracién que vamos a ver de que G es la funcién I se aplica a cualquier funcién G : (0,00) —
(0,00) que cumpla las propiedades a), b), ¢) y la convexidad logaritmica; es el teorema de Bohr-Mollerup.
En nuestro caso, como G y I son holomorfas, si coinciden en (0, ) coinciden en todo el abierto conexo
{z € C;Rez > 0}, por el principio de prolongacién analitica.

Comencemos por un x € (0,1]. Sea n € N. Entonces,

n+l+x=(1—-x)(n+1)+x(n+2),
luego, por la convexidad logaritmica (por eso hace falta 0 < x < 1),

Gn+14+x) <G+ 1)'"Gn+2) =G+ 1) [(n+1)Gn+1))
=(n+1)'G(n+1) = (n+1)n!

De la misma manera,
n+1=x(n+x)+(1-x)(n+1+x),
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luego

n'=Gn+1)<Gn+x*Gn+1+x)"*
G(n+1 * G(n+1
= M G(nleer)l*x:M
n+x (n+x)*
Juntando las dos desigualdades tenemos

(n+x)n! <Gn+14x) < (n+1)'n!,

es decir:

(1+f)x§ G(n+1+x) - <1+’11>x.

n n!n*

Si hacemos n — o, deducimos que

G(n+1+x) _ h,mx(x—l— D(x+2)...(x+n)G(x)

n!'n* n n!'n*

)

1 =1lim
n

donde en el dltimo paso se usa la propiedad a). Por lo tanto,

| X
G(x) = lim nn

P s e ey paraen S 0)

Ya tenemos que G(x) = I'(x) si x € (0,1]. Para x > 1 tendremos x € (m,m + 1] para algin m € N y
entonces

Gx)=x—1)(x=2)...(x—m)G(x—m) = (x—1)(x—=2)...(x—m)T'(x —m) = T'(x).

3.3. La férmula de Stirling

Partimos de la definicién de la funcién I como una integral, pero nos limitamos a valores reales:
['(x) = /Omtx_]e_’dt, x> 0.
Haciendo el cambio de variable u = /¢, resulta
I'(x)= /Om 2% e du.

Por lo tanto,

F(X) o0 u 2x—1 iy oo v 2x—1 - e
xfx = /0 2 % e du = / \[2 1 =+ % e e dv,
2e —/x

donde para llegar a la segunda integral hacemos el cambio u = \/x +v (asf que x — u> = —2vy/x —1?).
Es decir,

Mo __ [ 2 (14 2) " iy 35

W—/_MX[_\/;7+OO)(X) < +ﬁ> e e V. ( . )

Queremos hacer x — 40 usando el teorema de la convergencia dominada, para lo cual debemos encon-
trar una acotacién y hallar un limite del integrando. En todo lo que sigue podemos suponer que 2x—1 > 0.
Empezamos con la acotacion: usando la desigualdad

1+t <é, vVt € R,
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que se demuestra muy facilmente, deducimos que

v 2x—1 2\[ )
1+ — < VT
<+ﬁ> =¢

y, por lo tanto,

2x—1
0§2<1+\V[> e PVE<2eTVIVE <20, sive [—v/x, ).
X

Asi que

2x—1
v —20/x —V? —?
0 < X[ yx4e) (x)2 <1 + \/;C> e Ve < 2ee .

Ya tenemos la acotacion. Ahora, fijado v € [—4/x, +0),

2x—1
2<1+\V[) X e,zv\/)?:26(2x—])10g(1+%)_2v\/}’

x
y
, v _ v
Xng ((Zx— 1)log(1+ ﬁ) —2v\/§> = xl_lglw <2xlog(1 + ﬁ) 2vﬁ>
log(1+ %) — -
= lim 2v Vi VR
X—>+o0 -

(por el desarrollo de Young de log(1+y) o por la regla de L’Hopital). Es decir, para todo v € R,

2x—1
M X o) ()2 (1 + }) e IVEE — eV,

X—>—+o0 X
Llevando todo a (3.5), obtenemos que

r oo
L T

X—rte0 3 X =5 =X —o0

Esta integral se calcula de varias maneras. Por ejemplo, usando coordenadas polares,

oo 2 n
</ 2e 2" dv> = / 46720 gy dy :/ 4e72r2rdq)dr
—oo0 R2 (0.4) J—1

r—r+oo
= 8mre 2" dr = [—27re_2r2} =2,
(0.400) r=0

de donde N
/ 2e 2" dv = /2.

Asi que finalmente obtenemos:

r
im L& o

Xt 3y X =7 =X

que es la férmula de Stirling. Otra manera equivalente de escribirla, mas habitual, es esta:

Clx+1 r r
i L&D T )

= S B A
x—Foo yXo—X\ /DTy X—oo xx+%efx\/ﬁ X—r+o0 xx*%efx\/zi
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