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Introduccion

Uno de los resultados més notables y espectaculares en la historia de las férmulas para
el nimero 7 son las series de convergencia rapida obtenidas por S. Ramanujan en 1914 [22].
Dichas series son del tipo:

o0
Z u"z"By(a+bn) = —
n=0 g
donde u = 1 (series de términos positivos) 6 u = —1 (series alternadas) y z, b y a son niimeros

algebraicos positivos con 0 < z < 1, a > 0 y b > 0. Ramanujan obtuvo 4 familias, correspon-
dientes a las siguientes posibilidades de B,:

3, ,0.0, 6.0.0, 6.6,6,

nl3 "’ n!3 ’ n!3 ’ n!3

Aqui (a), =ala+1)---(a+n —1) denota el factorial ascendente o simbolo de Pochhammer.
La velocidad de convergencia de estas series se corresponde esencialmente con la de la serie
correspondiente a su parte geométrica Y>> 2™ y por lo tanto el ntimero de cifras decimales de
7 que se obtienen con cada sumando es aproximadamente — log z (log denota aqui el logaritmo
decimal). Hay varias razones para considerar importantes las series de Ramanujan, una es que
entre ellas se encuentran algunas de las series mas rapidas para el calculo de los decimales de 7.
Otra razon es que las demostraciones basadas en la teoria de las funciones modulares elipticas
de Jacobi, la cual tiene su origen en el estudio de las integrales elipticas de primera y segunda
especies

w/2
/ —dt, E(k) = / V1 —k%sen?tdt,
1— k2 sen? t 0

han contribuido al progreso de dicha teoria. Asi, a partir del estudio realizado por Ramanujan de
las funciones modulares elipticas, en [22] consigue demostrar, aunque de forma parcial, férmulas
para las series de la primera familia especificando 3 ejemplos, entre los cuales senalamos

00 1
5 16
2
> iR 26n (420 +5) = —.
n=0
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En el mencionado trabajo, Ramanujan afirma que existen teorias alternativas, de las cuales no
proporciona casi detalles, con las que se pueden obtener series pertenecientes a las otras tres
familias y aporta 14 ejemplos més [22]. Entre ellos destacamos

5 @u B (2" 15015 7

n!3
n=0
o0 1 5 n
5 = H 4 5v'15
> () - ), (6). (-) (1ln+1) =
— n' 125 6

y por supuesto los dos mas impresionantes en lo que a velocidad de convergencia se refiere
(demostrados rigurosamente [7] por los hermanos Borwein en 1985):

o (1) (1) (3 n

3 (3), (), (3), (=) _ 3528

E S802n (21460n + 1123) = -

2 1103) =
e o (263000 + 1103) = — —

i (), (1), (5), 1 _ 9801v2

La ultima serie proporciona aproximadamente 4log99 ~ 8 cifras decimales de 7 por término.
Las identidades propuestas por Ramanujan en lo referente a las familias antes mencionadas han
sido objeto de intenso estudio en los tltimos veinte anos. Asi en 1987, los hermanos Chudnovsky
descubren y demuestran [12] la serie para 1/7 de convergencia mas réapida posible de entre las
que se caracterizan por ser z un nimero racional y que aporta nada menos que 15 decimales
de 7 por término:

= (3), (5), (), (=1~ V6403203
2 6
n 545140134n + 13591409) = ~— 2=
)3 n'3 533605 n )= " 1on

n=0
Recientemente, H. H. Chan, W. C. Liaw y V. Tan han desarrollado una teoria para algunos
tipos de series de la tercera familia que permanecian atn sin demostracién [9]. Entre dichas
series destacamos la siguiente

= (3), (3), (B), (=1)" 150073
D T e (141510 +827) = ===

n=0

Senalar que se conocen muchos ejemplos de series de tipo Ramanujan con valores de z alge-
braicos pero no racionales. Como muestra damos dos de ellos:

[e.e]

2 (a7 _ 555 (\/78@_135+6¢1N§_24 n) 5

™

n= TL
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i ). @) (3, (13ﬁ— 34)" <7ﬁ —10 13V7 - 7n>

1
(1)3 54 27 9 o
Las demostraciones de las series de tipo Ramanujan para 1/7 dadas en los trabajos ante-

riormente mencionados se basan, esencialmente, en hallar ciertas funciones z(q), b(q) y a(q),
relacionadas con las funciones modulares elipticas, tales que

n=0

> Bu{alg) + blg)n} 2(q)" = L g

™

y evaluarlas para algunos valores racionales de N. Desarrollos que siguen este método pueden
encontrarse en [7], [6] y [12].

Una variante novedosa es la aportada por T. Sato [23], quien en una conferencia en Japén
en 2002 presenta la siguiente serie para 1/m:

12n
> 5—1 20v/3 + 9415
> Bn<\/_ ) (20n+10—3\/5):\/_+,
v
n=0

2

donde B, son los nimeros de Apéry, definidos mediante

n n 2 . + k’ 2
=) ()
Esta serie se diferencia de las anteriores en que la sucesiéon de numeros B, no esta entre las
consideradas por Ramanujan y por consiguiente pertenece a una nueva familia. Poco después
se han encontrado nuevas familias correspondientes a otros tipos de niimeros, por ejemplo a los
nimeros de Domb. Ademads y de forma independiente H. H. Chan y Y. Yang desarrollan en [10]
y [26] una teorfa nueva basada también en la teoria de las funciones modulares elipticas que
permite explicar cualquier serie de tipo Ramanujan-Sato y por lo tanto, como caso particular,
las de tipo Ramanujan.

Un método alternativo y radicalmente diferente para generar algunas series de Ramanujan
que evita la teoria de las funciones modulares elipticas fue desarrollado en 1990 por H. Wilf
y D. Zeilberger y es conocido como el método WZ [21], [27]. Cabe resaltar que el mérito
por haber desarrollado dicho método fue reconocido otorgandoles en 1998 el prestigioso premio
Steele. El método WZ, que es puramente hipergeométrico, permite entre otras cosas demostrar
cualquier identidad de la forma

Z G(n, k) = Constante,
n=0



10 INTRODUCCION

siempre que la funcién G(n, k) sea hipergeométrica en sus dos variables, es decir si los cocientes

Gn,k+1) G(n+1,k)
G k) Y Gk

son funciones racionales.
El propio Zeilberger demuestra en 1993 la més sencilla de las férmulas de Ramanujan [13]:

i(_n (n,)g (4n+1) =

n=0

N[
w

™

encontrando una férmula mas general, que incluye la variable libre k, adecuada para la aplica-
cién del método WZ.

En esta tesis presentamos nuevos resultados relacionados con las series para m de tipo Ra-
manujan y de tipo Ramanujan-Sato. Se trata de una tesis que unifica en cuatro capitulos los
seis articulos que el autor ha dedicado a la investigacién de dichos tipos de series [15], [16],
[17], [18], [19] vy [20]. Asi, el Capitulo 1, se basa en los articulos Some binomial series obtained
by the WZ-method [15], Generators of Some Ramanujan Formulas [16] y About a new kind
of Ramanujan type series [17], aunque también utiliza algunos pares WZ del articulo Hyper-
geometric identities for 10 extended Ramanujan type series [18]. El Capitulo 2 se basa en la
publicacién Hypergeometric identities for 10 extended Ramanugjan type series [18] y los Capitu-
los 3 y 4 se corresponden, respectivamente y casi exactamente con los articulos A new method
to obtain series for 1/m and 1/72 [19] y A class of conjectured series representations for 1/ [20].

En los dos primeros capitulos hacemos uso del método WZ creado por Wilf y Zeilberger y
de las ideas aportadas por Zeilberger en [13] y Amdeberhan y Zeilberger en [2]. Los Capitulos
3 y 4 utilizan algunas ideas obtenidas de resultados de los capitulos previos y también otras
provenientes de la teoria de las funciones modulares.

A continuacién damos un resumen del contenido de la tesis resaltando los principales resul-
tados de cada capitulo que consisten en series generalizadas auto-demostrables que en un caso
particular son de tipo Ramanujan, una nueva clase de series de tipo Ramanujan para 1/7?%
nuevas clases de identidades hipergeométricas y algunas conjeturas de gran generalidad.

En el Capitulo 1 obtenemos algunas series de Ramanujan a partir de generalizaciones de
ellas para las que existe un algoritmo de demostracion. A continuacién damos algunos ejemplos.
Para la serie

00 1 3
5 242
E —" 2) (6n+1) = \/_,
— 23n nl3 T
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encontramos las siguientes generalizaciones

= 1 + 2k % 3k\ (4k 5
2 - 1+k));f(§)) (6”+4k+1)(2)<k):;7
= (A k), (L k), (L k), O
,; 2% D21+ k), (6n+ 26+ 1)ge =

Para la serie de Ramanujan

RN CEHC RN )
(), G, .
siendo
Rin.k) (2n + 2k 4 1)*(42n + 4k + 5) — 32kn(4n + 3k + 2)
T 2n+ k +1)?
' 2
2 (12 (1+5), (5 + N P
donde ) )
Rn, k) = (2 + 2k +1)(42n + 2k + 5) — 32kn.
2n+k+1
Como tltimo ejemplo, para la serie
o 1y (1) (1) (3 163
Z (24n3)n (2)71 (;!)371 (4)n(28n + 3) _ -

encontramos la serie generalizada

S (R, G, (0, G, ) 1048
2w 0D, G,

siendo
(2n + 2k + 1)(28n + 2k + 3) — 24kn

2n+k—+1

R(n, k) =
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En cuanto a las series nuevas para 1/72, similares a las de Ramanujan para 1/, demostramos
las siguientes:

i": —(_1)” (%)”(20712 +8n+1)= 8

‘ nl522n w2’
e

< (1) (L 5
ZM(SQOﬁ + 1800 + 13) = 128

— n!5210n 71-2 )
= (3)n (1), (3 32
» o2 n!§24n 420 (120n% 4 34n + 3) = s

n=0
Como antes las demostraciones son casos particulares de algunas series generalizadas.

Todas estas series generalizadas comparten la importante propiedad de ser de las que pueden
demostrarse de forma automética mediante el método WZ. El paquete EKHAD para Maple [21,
Appendix A] programado por D. Zeilberger realiza el trabajo duro por lo que la demostracién no
ofrece ninguna dificultad. Esto podria dar la falsa impresién de que obtener series de este estilo
resulta sencillo cuando sin embargo atinar con ellas ha sido fruto de una busqueda experimental
intensa utilizando diversas ideas programadas en Maple.

Inspirados por estas nuevas series y por la gran cantidad de series de tipo Ramanujan
con z racional que existen para 1/, concluimos el capitulo utilizando el algoritmo PSLQ (un
algoritmo numérico que encuentra relaciones enteras) [3], para ver si existen otras de la misma
forma y encontramos cuatro series mas:

$ 0 (G, (), B, B B g0, o 15 - 203

nl5210n 32

n=0

S (0, (0 G Bl e g5, 5= 8

o
7T2

561/7
2 )

)u (5), (), <§)”(1920712 +304n +15) = —

[~]e
—~
N
~—
3
—~
oo

S
t
-3
N

3

|
—_

)" (), 5), (5), (), (B),

> ( SETET (5418n* + 693n + 29) =

128v/5
—.

™

Naturalmente el método basado en el algoritmo PSLQ no proporciona una demostraciéon pero
nos da la fiabilidad de que las identidades son ciertas con la precision elegida para hacer los
calculos que en nuestro caso ha sido de cientos de digitos. Las cuatro nuevas formulas que hemos
encontrado con este algoritmo permanecen sin demostracion hasta la fecha.
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En el Capitulo 2 modificamos los pares WZ, cuyas primeras componentes son las funciones
F(n, k) del Capitulo 1, sumando a n la variable z, de forma que obtenemos pares WZ formados
por las funciones F(n + x,k) y G(n+ xz, k). A estos nuevos pares les aplicamos el resultado [2]

G (n,0) = lim Ga( n,k:)—i—ZFm(O,k),

[e.e]

Z%%[G(nm)ﬂ —SxZL

n =0 $+1)27

=1 x—i—%g —i—li
ZZ—H%[@(WF@M _32552(2fo)2,

3 3 ’
c= 23 (z+1); 33+1)
que extienden con la variable z las series de Ramanujan correspondlentes a la parte binomial

)

E

Con el mismo método demostramos identidades que extienden con la variable x las series de
Ramanujan correspondientes a las otras expresiones binomiales, como por ejemplo

i(—l)” (#+3), (z+5), (@+3), (), (+3),

22n (x+1)3 (x+1),(2z+ 1),

n120(n + z) + 3] = 16z Z

n=0

i(—l)"?f”" (z+3),(@+3),(z+35), G, G+a),

o CEmE 2[154(n + x) + 15] = 128z Z i), T i)

Del mismo modo demostramos identidades que extienden el nuevo tipo de series de Ramanujan
que hemos descubierto. Damos dos ejemplos:

n=0

5
2 (-1 (e +3 (4!
Z( ) ($+i));[20(n+x)2+8(n+x _sz (2) 4n+2$+1)

5 4
Z( 2 +i)g[820(n+9€)2+180(n+3?)+13]:128555:@(MJF&UJFD'
X
=0

(2x 4+ 1)
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Las formulas obtenidas suponen una clase de reduccion para algunas series de Ramanujan
extendidas con la variable z a series hipergeométricas mas sencillas caracterizadas por un
menor nimero de simbolos de Pochhammer.

La sustitucién x = 1/2 en las identidades anteriores permite encontrar la suma de algunas
series nuevas.

También demostramos identidades como las siguientes

1 (r+)), G ae? & (), (@t d),
b = _. . 2
; 1n6(n+x)+1]_ﬂ- COSQTIYL' (%)i+2$—lnzzo(x+1) (——SL’) ;
=1 (e 4y), 16 647 13 128 (= +
T3 o :
g 1n[42(n+x)+5] ™ cosgwx.(l)3+2x—1nzo 20+ 1), (§_ ) ’

T

 (—1y (x4 1) _2v2 s .13 — 1 (v +3),
; 93n 93+1) p[6(n +2)+1] = T COSTX (%) 21’—122" (+ 1 (3 —2),

n=0

que permiten encontrar desarrollos en series de potencias de x que inspiran las conjeturas del
Capitulo 3. Finalmente damos un ejemplo de otro tipo de férmulas que hemos obtenido:

o0 ) 1)5
2
n§ 21% 1) n(820(n + ) + 180(n + x) + 13]

816t 12 &1 (v+d) 20482° o (L+a))
_}.coswx.W‘gﬁ(x—l—l)imﬂn—i_x)%—ﬂ%—21:—1;(295—1-1)%(%—90)”'

Este ultimo tipo de identidades conecta de algiin modo una extensién con la variable z de una
serie de tipo Ramanujan para 1/72 con una extensién con la variable z de una serie de tipo
Ramanujan para 1/m.

En el Capitulo 3 enunciamos varias conjeturas, la primera de las cuales es:

St la serie

Z u"B(n)z"(a+ bn) =

7T

es de tipo Ramanujan para 1/m, entonces existe un nimero racional positivo k, tal que

R() =Y wB(n+2)2"™ [+ b(n + )] = = — 4% 1+ 0(a?).

n=0
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Por ejemplo, obtenemos k = 56 para la serie

i(%)n(i)n(%)n(—l)" 52780v2  2206v2) _ 1
n3 99 \ 9801 ' 9801 |

—
n=0

Esta conjetura tiene la importante aplicacién de que u, B(n) y k determinan z, a y b resolviendo

(numéricamente) las ecuaciones

R(0) = % R(0)=0, R'(0)= —kn.

Para valores racionales de k, podemos usar las funciones identify o minpoly para intentar reco-
nocer los posibles valores algebraicos de z, a y b. Procediendo de la forma indicada identificamos
con k = 5 la siguiente serie alternada:

= (-1 (3), 5 1
Y (1T = 12V2)" |22 — S+ (6V2 = 6)n | = —.
o n! 2 T
Continuamos haciendo algunas observaciones experimentales que permiten simplificar la ecua-
ciéon que determina z. Con esta ecuacion simplificada la primera conjetura parece también
cumplirse para todas las series de tipo Ramanujan-Sato. Por tltimo, enunciamos una conjetura
andloga a la dada para las series de tipo Ramanujan para 1/m pero ahora relativa a las series
de tipo Ramanujan para 1/7%:

Stu=10u=—-1,0<z<1 yla serie
. 1
g u"B(n)z"(an® +bn +c) = =,
T
n=0

es de tipo Ramanujan para 1/72, entonces existe un mimero racional k, tal que

[e.9]
1k
R(x) = Z u"B(n+ 1)2"la(n +2)* +b(n+ ) + | = — = §x2 +O(z).
n=0 T
Como en el caso anterior esta conjetura tiene la importante aplicaciéon de que u, B(n) y k
determinan z, a, b y ¢ resolviendo (numéricamente) las ecuaciones

R(0) = R(0)=0, R'(0)=—Fk R"(0)=0.

o
7T2

Para valores racionales de k, hemos usado las funciones identify or minpoly implementadas en
Maple para intentar reconocer los posibles valores algebraicos de z, a, b y ¢. Nuestro objetivo
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era encontrar nuevas series de tipo Ramanujan para 1/7%. No obstante, sélo hemos encontrado
las mismas siete series para 1/m% que aparecen en el Capitulo 1, lo que contrasta con la enorme
cantidad de series de tipo Ramanujan para 1/m que somos capaces de identificar.

En el Capitulo 4 algunas ideas del Capitulo 3 junto con un resultado debido a H.H. Chan
[10] v Y. Yang [26], que establece que siu =16 u=—1,0< z < 1y la serie

> 1
> Buz"(a+bn) = —,
n=0 @

es de tipo Ramanujan-Sato, entonces existen unas funciones z(q), b(q) y a(q), relacionadas con
ciertas funciones modulares elipticas (funciones 6 de Jacobi o funciones n de Dedekind), tales
que

- n 1 —Tr
> Bz {(alg) + b} =~ g=e .
n=0

nos llevan a enunciar la conjetura siguiente:

Sean S(z) y W(z) las funciones definidas por
S(z) = Z B,z", W(z) = Z B, 2",
n=0 n=0

! . . . . .
donde B,, se obtiene derivando B,, con respecto an como si se tratase de una variable continua,
entonces z(q) es la solucion de la ecuacion funcional

W(z)
S(z)

q = zexp

y las funciones b(q) y a(q) vienen dadas por
poyNLE L 1_gVNdS|
zS dq

Esta conjetura permite obtener los desarrollos en serie de potencias de ¢ para z(q) y S(q) y por
lo tanto también para b(q) y a(q). Finalmente usando técnicas experimentales intentamos re-
conocer las funciones modulares con las cuales las funciones z(q), b(q) y a(q) estén relacionadas.

Concluimos la introduccion con un guién relativo a las lineas de investigacién complemen-
tarias que o bien se estan realizando o podrian llevarse a cabo:

1. Demostrar con el método WZ otras series de tipo Ramanujan para 1/7.
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2. De entre las siete series de tipo Ramanujan para 1/m2 encontradas con el algoritmo PSLQ
demostrar las cuatro que hasta la fecha no han podido ser deducidas con el método WZ.

3. Demostrar las conjeturas relativas a los desarrollos en serie de potencias x de las series
de tipo Ramanujan extendidas con la variable x.

4. Obtener rigurosamente la suma de las series de tipo Ramanujan extendidas con la variable
x para el valor z = 1/2.

5. Analizar lo que hemos llamado el coeficiente del término siguiente en el desarrollo en serie
de potencias de las series de tipo Ramanujan extendidas.

6. Estudiar las propiedades aritméticas de ciertas ecuaciones diferenciales de Picard-Fuchs
suscitadas por las series de tipo Ramanujan para 1/7% y que guardan relacién con la
teoria de Calabi-Yau. Senalar que esta linea de investigacién ha sido ya emprendida por
Wadim Zudilin, Yao-Han Chen, Yifan Yang, Noriko Yui, etc.

7. Demostrar la conjetura relativa a las series de tipo Ramanujan-Sato para 1/m.

8. Estudiar las series para 1/7? correspondientes al andlogo de Ramanujan-Sato para 1/7.
Senalar que este estudio ha sido ya iniciado por Wadim Zudilin.






Capitulo 1

Series de tipo Ramanujan

1.1. Introduccion

Sea B, una de las siguientes expresiones
3
G,  6LG.6G6.,  6.6.6. 6.6),6),
(13 SV A SO A S A
donde (a),, es el factorial ascendente o simbolo de Pochhammer definido mediante

(a),=ala+1)---(a+n—1).

Siu=1o0u= —1, entonces existen nimeros algebraicos positivos z < 1, a y b, tales que
= 1
Z u"z"By(a+bn) = -
n=0

Estas series se conocen como series de Ramanujan, quien en 1914 descubrié 17 de ellas [22].

La teoria de las funciones modulares elipticas constituye un marco adecuado en el que pueden
demostrarse todas estas series de un modo unificado [7], [6] y [12]. Pero en este capitulo, en
cambio, utilizaremos el método WZ para demostrar de forma sencilla unas pocas, concretamente
8, de entre las que tienen un valor racional de z. El método WZ tiene la ventaja de que cada
demostracion proporciona una formula generalizada y la desventaja de que hay que demostrar
las féormulas de una en una, con la dificultad que supone encontrar férmulas generalizadas.

1.2. El método WZ

Decimos que una funcién discreta A(n, k) es hipergeométrica o forma cerrada [28] si los

cocientes
A(n+1,k) A(n,k+1)

ok YT A k)

19



20 CAPITULO 1. SERIES DE TIPO RAMANUJAN

son ambos funciones racionales.
Y un par de funciones F(n, k), G(n, k) se dice que es de Wilf y Zeilberger (WZ) [21], [27] ¥
28] si F''y G son formas cerradas y ademés

Fn+1,k)— F(n, k) =G(n,k+1) — G(n,k).

En este caso Wilf y Zeilberger han demostrado que el cociente entre las funciones F'(n, k) y
G(n, k) es una funcién racional, que recibe el nombre de certificado [27].

Si F(n,k) es la primera componente de un par WZ entonces un paquete EKHAD para
Maple creado por Zeilberger [21, Appendix A] permite encontrar su companera. Las funciones
F(n, k) que vamos a considerar gozan de la importante propiedad F'(0, k) = 0 lo que nos permite
obtener

i{G(n, k+1)—Gnk)} = f:mn Y 1,k) = F(n,k)} = —F(0,k) = 0,

que implica
> G k+1) =) Gnk).
n=0 n=0

Para las funciones que vamos a considerar un teorema de Carlson [4], y que enunciamos al final
de la seccion, permite a partir de la igualdad anterior obtener la todavia mas general

Z G(n, k) = Constante.
n=0

(Es importante senalar que en algunos casos podemos llegar al resultado anterior sin necesidad
de dicho teorema). De este modo sabemos como obtener a partir de la primera componente
F(n,k) de un par WZ la suma de la serie correspondiente a la segunda componente G(n, k).
Pero también podemos preceder en modo inverso: Dada una expresion como la sigue en la que
G(n, k) es hipergeométrica

Z G(n, k) = Constante
n=0

el método WZ permite decidir si dicha expresién es una identidad. Para ello tendremos que
obtener la companera F'(n, k) de la funcién G(n, k) lo que también puede hacerse con el paquete
EKHAD intercambiando los papeles de n y k.

A partir de una primera componente F'(n,k) de un par WZ tal que satisface F'(0,k) = 0
podemos obtener otras con la misma propiedad mediante la transformacion

Fsi(n,k) = F(sn,k +tn)
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siendo s un numero natural (no incluimos el 0) y ¢ un ndmero entero. Ademds se cumple la
formula todavia mas general

Z Gs.+(n, k) = Constante,
n=0

siendo la constante independiente de los valores de k, s y t, con las restricciones de s y ¢
mencionadas anteriormente.

Como vamos a usar con frecuencia los simbolos de Pochhammer es importante senialar que
EKHAD no maneja directamente estos simbolos por lo que resulta necesario convertirlos a
factoriales, es decir utilizando su definiciéon general:

F(a+n

(), = et
I'(a)

Sin embargo es posible obtener expresiones con factoriales mas simplificadas que las que se

derivan directamente aplicando la definicién, una forma de conseguirlo es haciendo uso de las
siguientes propiedades de los simbolos de Pochhammer:

(0 1) = (et (1.1)

0,0(5) -4 e

En efecto, a partir de las equivalencias (1.1) y (1.2) podemos obtener equivalencias para expre-
siones que aparecen bien en los numeradores o en los denominadores de las funciones F'(n, k)
utilizadas en este capitulo. Asi, en los numeradores aplicaremos las equivalencias:

(1 ) 1 (204 2K)K!

© 22 (n 4+ k)!(2K)!
Lﬁ §+§ 1 (4n+ 2k)K!
4 °2) \4 2] 200 (2n+k)(2k)

LR (LokY (5 k) _ 1 (6n + 2k)!k!
6 3/, \2 3) \6 3/ ~ 20m.3%3n+k)(2k)

y en los denominadores aplicaremos las equivalencias:

_ (n+k)! k 1 kY 1 (2n+k)
Lt hhn =" 1+2n 2713 . 2k

5tk

La sustitucién de estas equivalencias en las correspondientes funciones F'(n, k) permite la con-
versién a simbolos factoriales de todas las funciones F'(n, k) utilizadas en este capitulo. Tiene
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importancia senalar que el paquete EKHAD opera simbdlicamente y no numéricamente y que
por lo tanto n y k son tratados formalmente como simbolos.

La idea de demostrar series de Ramanujan para 1/7 utilizando el método WZ es original
de Zeilberger quien demuestra la mas sencilla de ellas

f:(_m@(zxw =2,

n!3 T
n=0

En lo que sigue daremos dos demostraciones de la identidad anterior, una practicamente igual
a la de Zeilberger y otra a partir de un par WZ diferente. Ademas demostraremos otras 7
series de tipo Ramanujan para 1/7 y tres series nuevas similares a las anteriores pero para la
constante 1/72. Las demostraciones que vamos a dar son sencillas, pero dependiendo del par
utilizado requeriran el siguiente teorema (véase [4] o [25]).

Teorema de Carlson Si f(z) es una funcion entera, f(z) =0 para z =0,1,2,--- y ademds
f(z) = O(ed®) para c < 7 y R(2) > 0, entonces f(z) = 0.

Dicho teorema se aplicara a funciones de la forma

f(z) =Y Gn,2) - C,

1.3. Demostraciones WZ de algunas series de Ramanu-
jan

A continuacién usamos el método WZ para obtener demostraciones sencillas de algunas
series de tipo Ramanujan para 1/7. Las demostraciones de la primera serie se exponen con todo
detalle, las demas siguen el mismo esquema a partir de los pares formados por las funciones
F(n,k) y R(n,k) indicadas. El interés que tiene dar varias demostraciones radica en el hecho
de que ademas de aportar una demostracién cada par WZ proporciona una serie generalizada
diferente.

Serie 1

~—
w

8
—~
N =

> (=1r ZEtAnt1) = 2,

n=0

)
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Primera demostracion
Counsideramos la funcion

e8GR, G
F(n,k) =(-1) (L1 k2D, 2% 2n.

El paquete EKHAD certifica que dicha funcién es la primera componente de un par WZ y
permite encontrar la funcién racional R(n, k) = 4n + 2k + 1 tal que

Gn, k) = (—1)n—((5)+(5)j( k))”R(n ) (242 |

Aplicando el método WZ obtenemos

iG(n, k) = iG(n,k +1)

y por lo tanto
o0

ZG(n,k = khm G(n, k),

n=0

en caso de que el anterior limite exista. Observando que para la funcién G(n, k) que nos concierne

oo (Zk)
fin, 2 Gln. k) = Ji GO0.K) = fip S (2h+1) =

obtenemos la formula generalizada

= B G R), (h 2
> (=1 W(4n+2k+1) =

n=0 n &

valida para todo ntimero real k no negativo. La férmula de Ramanujan es el caso particular
k = 0. Obsérvese que esta demostracién no requiere del teorema de Carlson.

Segunda demostracion

Consideramos la funcién (equivalente a la utilizada [13] por Zeilberger)

8, Gk, ) n?
Fnk) = (1) (1+k)n(1)2 22 2n—2k—1"
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El paquete EKHAD certifica que dicha funcién es la primera componente de un par WZ y
permite encontrar la funcién racional R(n, k) = 4n + 1 tal que

(5), (5~ %) (%)
— (—=1)" 2/n \2 n k ]
G(n, k) = (-1) (1 + k) (12 R(n, k) o2k
Aplicando el método WZ y el teorema de Carlson [4], obtenemos la serie generalizada
00 1\2 (1 2k
) (5 —Fk 2
(1+k)n(1)2 22k

en la cual la constante se ha determinado sustituyendo el valor k = 1/2 y teniendo en cuenta
las siguientes propiedades de los simbolos de Pochhammer:

(0)o =1, (0),=0 si n=1,23....

n=0

La formula de Ramanujan es el caso particular k£ = 0.

Observacion

Diremos, segiin expresion de Zeilberger, que las demostraciones anteriores estan respectiva-
mente encapsuladas en los siguientes pares:

Par 1.1
2 2
F( /{3) _ (_1)n (%)n (% + k>n <2kk> .9
o 1+ k2D, 2% 7"
R(n, k) =4n+ 2k + 1.
Par 1.2

B - 8 o) 1 9 B
P k) = GO0 e o gk =1

n

R(n,k) =4n+ 1.

En lo que sigue solo indicaremos los pares a partir de los cuales se demuestran las series
siguiendo segin convenga el esquema de la primera demostracion que no requiere el teorema
de Carlson (para el primer par indicado en cada serie) o el de la segunda que si requiere el
teorema de Carlson (para el resto de los pares).
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Serie 2
00 1 1 3
> 5 (2!)3”(6n+ =2
n=0
o (1)3 (%)2
_ 5) !
R(n. k) = 6n + 4k + 1.
Par 2.2
F(n, k) = i(%)n (3—k) (3+k), (2kk) L6
: 220 (12(1+ k) 22k 2n — 2k — 1’
R(n, k) = On + 2k + 1.
Serie 3
Z (2373 (;,)3" (6n+1) = e
n=0
Par 3.1
Lar o.1 F(n. k) = (=1 (% + 2k)n (%)i (3kk) (4:) \
(na ) - 93n (1 n k)%(l)n 6k - 4n,
R(n, k) = 6n+ 4k + 1.
Par 3.2

2
P gy = SV G0, GHR, () 16n
) 923n (1)%<1 —+ k)n 23k 91 — 9f — T
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Serie 4

Par 4.1

Par 4.2

Par 4.3

CAPITULO 1. SERIES DE TIPO RAMANUJAN

R(n, k) = 6n + 2k + 1.

(2n + 2k + 1)(20n + 4k + 3) — 16kn

k:
R(n, k) k1

R(n, k) = 20n + 2k + 3.

G k), GHR), G+E), (G +5), (5)  48n?
Fln by =" 20+ k) (1), 2% Ik =1

n

2n + 2k +1)(20n + 2k + 3) — 24kn

Rio k) = ¢ o+ 1
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Serie 5

Par 5.1

Par 5.2

Serie 6

Par 6.1

(2n + 2k + 1)%(42n + 4k + 5) — 32kn(4n + 3k + 2)

R(n, k) = (2n +k + 1)

1 (3, (G-K), G+R), () 128
TS D, (D, 2 T
(2n + 2k + 1)(42n + 2k + 5) — 32kn
Rn, k) = I+ k1 '
$ 8 8, 0, G 15,4 15 22
(=03 (5), (6), (6), GH28), () o,
TR T w04, 6D,

(2n + 4k + 1)(154n + 16k + 15) — 384kn

R(n, k) = m+k+1
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Par 6.2
G R), (H8, G R, (1, (48, () s
F(n, k) = (-1)"55, AR (D (2];'3'2 —2k—1’
( )n( 2)n (2+2)n (2)77, n
Rin. k) = (2n + 2k + 1)(6n + 2k + 3)(154n + 6k + 15) — 32kn(38n + 14k + 19)
R = 32n+ )(2n+k+1) '
Par 6.3
2
F(n,)—( 1) 99n N2 3k _ _ 1’
(D2(1+k)a (1) 2% bn—2k—1
2 _
R(n, k) = 154n + 22k + 15 + 462 2&1]?1;; dnt2

Serie 7

=1 (3), (1), (), V3

g e Bt ) ==

n=0
Par 7

. LGER), (-8, (05,8 o
F(n, k) = o~ 2 % 9 _
3 (D2(1 + k), 2k 4p — 2k — 1
R(n, k) = 8n+ 2k + 1.
Serie 8
= (-1 (3), (1), (3), 16v/3
> gy (8 +3) =~
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Par 8
)Gk, G+5),G+3),G+HR),3 () 96w
e (R(+5), G+, 2 a2kl

F(n, k)=

(2n + 2k + 1)(28n + 2k + 3) — 24kn

R(n, k) =
(n, k) 2n+k+1

1.4. Series similares para 1/7°

En esta seccion a partir de ciertos pares WZ descubrimos tres series similares a las de Ra-
manujan pero para la constante 1/72. Las férmulas se demuestran siguiendo el mismo esquema
usado para la primera serie de la seccién anterior por lo que solo necesitamos indicar los pares
formados por las funciones F'(n, k) y R(n, k). Como en la seccién anterior las unicas demostra-
ciones que no requieren el teorema de Carlson son las correspondientes al primer par de cada
serie.

Serie 9
ni; 222 7’%')55 20n* +8n + 1) = %
Par 0. 5 ok 4
n 1 k
Pk =) M) Ei)ﬁ ) (;82 ‘Bn(2n 4k + 1),
R(n, k) = 20n? + 8n + 1 + 24kn + 8k* + 4k.
Par 9.2

()G k), (B R), (Y g2m3
Pl k) = = iy 2% 2=

R(n, k) = 20n? + 12kn + 8n + 2k + 1.
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Serie 10

5 2 (120n° + 34n + 3) = -

s L (3), (3), (), 32
1

Par 10.1

o b (D21, (), G+k). (3
Fnb) =5 (Dn(14K)2 (14+5)> (L 4 £)2 2%

- 32n(4n + 4k + 1),

Como siempre, EKHAD permite obtener la funcién R(n, k) pero no la mostramos aqui debido
a su larga extension.

Par 10.2
3 2
F(n, k) = i (%)n (zl; — g)n (z% - g)n (Qk) ‘ 512n3
’ 24 (D3 (1+ k)2 2%k 4p — 2k — 1
R(n, k) = 120n® + 84kn + 34n + 10k + 3
Serie 11
N l i 128
2
Z 210n " (820n% + 180n + 13) = —
n=0 n
Par 11.1

B o VAN ) M C R N v )
TR N

El paquete EKHAD permite obtener la componente R(n, k) del par.

- 128n(6n + 4k + 1).
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Par 11.2

Fln k= Y (3), (G — k), (%: k), (5 2048n?

10n 2 2 96k '
Con EKHAD determinamos la funcién R(n, k).

Observacion

Algunas de las funciones F'(n, k) que hemos considerado estén relacionadas con otras me-
diante F'(n,k + n). En la tabla siguiente mostramos estas relaciones:

F(n, k) 1.2 122121 (142|71| 9.1 |10.2
F(n, k4n) || 22|42 |51 52|81 |11.1|11.2

en la cual en las casillas indicamos los niimeros de los pares a los que pertenecen.

1.5. El algoritmo PSLQ

Las tres series nuevas para 1/m? que acabamos de demostrar nos hacen pensar que m4s
formulas del mismo tipo podrian existir. La clase de formulas que tratamos de encontrar son

de la forma
dVk

T2

o0

ZB(n)z”(an2 +bn+c) = (1.3)
n=0

con d, k, a, by c enteros, B(n) = n!=C(n) o B(n) = (—1)"n!">C(n), C(n) es el producto
5 factoriales ascendentes de fracciones menores que la unidad y que satisfacen la siguiente
condicion: Para cada denominador en la fraccion de un factorial ascendente debemos tener
factoriales ascendentes con todas las posibles fracciones irreducibles correspondientes a dicho
denominador. Teniendo esto en cuenta, tenemos los siguientes casos posibles para C'(n):

().),6).0). (). (2).).).(5). ().

VR
B~ w
Wl o
~_

3
3
3
3
3
3
3
3
3
3

~
3
VR
~
3
VR
~
3
VR
~
3
VR
~
3

S|t OOt W N
N—

N—
3

3

~ ~—
3
7 N N N

S| Ut W
VR
D= OO~ Wl

~__
3
VR

3

~ ~—
3
7 N N N

N
DOt WIN =W
N = N N =
~_
N
D= = W

~_
3
VR

3

N— — 0
3
/N 7N 7N

DDl = Wl =
~_

N——
3
N\

3

[ e N
~__
N—— —— S
s
AN N /N

7~ N 7 N
N — DN N =
WIN W

N——
3
N\

3

N

~ ~—
3

7N N N



(:).). (2), (). 5), <%>n(%)n<%>n(é)n<%>nv
()., 6). ). 6). (2).).G).(5).5)..
(2).(2).(2). (). (2). (2).(w).(),(®), ().

Para z consideramos casos tales como

1 1

1 1
:j_2’ I

—7 Z = )

(7> —1)? 5

siendo j un entero. El método que utilizamos para encontrar estas series se basa en el algoritmo
PSLQ [3]. Mediante dicho algoritmo buscamos relaciones enteras entre

1
U

z

oo oo o0 \/E
Fy = ZB(n)z", F = ZB(n)z"n, F, = ZB(n)z”nQ, G= -

n=0 n=0 n=0
Esto significa que queremos encontrar unos nimeros enteros a, b, c y d tales que aFy + bF; +
cFy+dG =0, d# 0. Los algoritmos que resuelven este problema se conocen como algoritmos
de relaciones enteras. El software que usamos para este proposito es PARI-GP, porque es muy
rapido evaluando cdlculos numéricos y ademads incluye la funcion LINDEP que encuentra los
coeficientes de las relaciones enteras cuando estas existen. Para evitar la variable entera k,
usamos también una variante de este método que consiste en encontrar relaciones enteras entre

1

F027 F127 F227 FOF17 FOF27 F1F27 F

Esta variante serfa especialmente interesante si existieran férmulas con valores grandes de k.
Las formulas nuevas encontradas con los métodos numéricos explicados han sido

g D" (), (3!)531(0%)“ (6). (). (164002 + 278n + 15) = 2267;2/5 (1.4)
i’; (-1 (3), (il)szé(j)n (). (§)n(252n2 63 45) = g, (1.5)
io (2), (é)"n@&(%)" (5). (192017 + 304n + 15) = 56:2/7, (1.6)

i": (=D (3),, %2;0@” (5), (). (5418n% + 693n + 29) = 127?!5. (1.7)
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Haciendo uso de la propiedad (1.2) en el caso particular j = 6:

0.0.6.0.0 -2

obtenemos una expresiéon muy concisa para la iltima serie, a saber

i 1285

e 28803” (5418n° + 693n + 29) = — 5.

n=0

Una vez encontradas estas formulas con el software PARI GP hemos usado Maple para com-
probar de nuevo si los resutados eran correctos. Los resultados numéricos muestran que por lo
menos son ciertas hasta cientos de digitos. Ahora examinamos las siguientes formulas de tipo
Ramanujan [7], [12], [22]:
= (=" i), (G 16v/3

77

Z@)"n(é;n(ﬂ (40n + 3) = ‘(;f (1.9)
o~ 1" (3), (6), (6)., 640v/15
> e (54180 4 263) = ——, (1.10)

n=0

Es interesante observar que los nimeros 48,803, 74 se repiten en los denominadores. Por el
momento estas coincidencias resultan sorprendentes.






Capitulo 2

Identidades hipergeométricas

2.1. Introduccion

Las identidades hipergeométricas que vamos a obtener se basan en la siguiente observacion:
Si F'y GG constituyen un par WZ entonces sabemos que se cumple la identidad

que obviamente se mantiene al sustituir el simbolo n por n + x:
Gn+z,k+1)—Gn+z,k)=Fn+x+1,k)— F(n+x,k).

De este modo, si denotamos Fy(n,k) = F(n+x,k) y Gz(n, k) = Gn + x, k) resulta obvio que
las funciones Fy(n, k) y G.(n, k) forman un par WZ para cada valor de x y por lo tanto:

Ge(n,k+1)—Gp(n, k) = Fp(n+ 1,k) — F(n, k).

Sumando par n > 0 obtenemos

o) o

D [Galnk+1) = Go(n, k)] =D [Fo(n+ 1, k) = Fo(n, k)] = —F,(0,k)

n=0 n=0

lo que implica

ti(nO ZG (n,1) + F,(0,0) ZG (n,2) + F,(0,1) + F,(0,0)

n=0 n=0

Mg

Go(n,3) 4 Fp(0,2) + F,(0,1) + F,(0,0) = Zanx Z (0, k)
=0

35
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y continuando la recursion llegamos a [2]:

k—o0
n=0

D Ga(n,0) = lim Y Ga(n k) + > Fu(0,k),
= k=0
que es el resultado que vamos a usar para obtener las identidades.

Las identidades que demostraremos en las dos secciones siguientes proceden de los mismos
pares WZ expuestos en el capitulo anterior lo que nos permite asociar estas nuevas identidades
a dichas series.

2.2. Primer grupo de identidades

Aplicamos a los pares WZ correspondientes a la seccion 1.2 la estrategia explicada anterior-
mente. Una dificultad con la que nos encontramos consiste en determinar la funcién

o0

S(z) = lim Gz(n, k).

k—o0
n=0

No hemos conseguido resolver dicha dificultad, pero recurriendo a métodos experimentales
hemos reconocido dicha funcién a partir de la expresion

= Go(n,0) =Y F.(0,k)
n=0 k=0
calculada numéricamente para diversos valores de x.

Identidades asociadas a la serie 1

Sea f la funcién definida mediante:

o T+
flz) = ;(_1) ﬁu(n +2) +1].

A partir del Par 1.1 y haciendo uso de la estrategia explicada obtenemos la identidad

) =2z Z :c+1 +2), (2.1)

y a partir del Par 1.2, obtenemos la identidad

foy =2 Oy A

(2.2)
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La identidad (2.1) implica la evaluacién

y (2.2) implica

Identidades asociadas a la serie 2

Sea f la funcion definida mediante:

= (1),
=8 2/n 2.3
fo =53 e 2.3
y a partir del Par 2.2, se sigue
4 4 1B 162 < (3), (@+3)
< () PTG b G,
De la identidad (2.3) se deduce
! 1 _7T2
2) 2
y (2.4) conduce a
4 , 32 4
== = "1In2 ”(0) = — (641n*2 — 372
fO)=— fO="mh2  f(0)=—(64ln"2 37

y al desarrollo en serie

3
1 (3) e [3 11, 3
;Zln_mm —(n+x)—|—1 —;—71’1’ +O($ )
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Identidades asociadas a la serie 3

Sea f la funcién definida mediante:

= (1 o+ 1)
o) = 3 G ot ) + 1
n=0 n
A partir del Par 3.1, obtenemos
=, (5+1), (+3)
2 " 1)p\2 " 4y
x) = 41‘2 (4 1)2 (2.5)
n=0 n

y a partir del Par 3.2, se deduce

fla) = 22 8 13 162 i"’: 1 (x+1)? 2.6
T cosTx (%)3 20 —14=2" (z+1), (——x) . .
La identidad (2.5) implica el resultado
1
“) =4
1(3)-e

y de (2.6) se siguen los valores

242 18v/2 2v/2

f(0) = i 1'(0) = \/_ln 2, 1(0) = 2v2 (811n°2 — 47?)
T 7r T

y el desarrollo en serie

< (1) (3., [3v2 V2 13, ;

28n+x 1)n+m 5 (n—l-.ilﬁ)—f—T —;—§7T33 —|—O(ﬂf )

n=0
Identidades asociadas a la serie 4

Sea f la funcion definida mediante:
~ ()" (e+3), (2 +5), (@ +3)
— n 23 23 2 .

/() 2; oo GTIE [20(n + ) +3]

A partir del Par 4.1, obtenemos
(3)a (& +3)
=1 n 4 2.
69’2 1), 2;c+1) 27)
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y a partir del par 4.3, deducimos
8 4 13 4822

fx) =

De la identidad (2.7) obtenemos

y (2.8) implica

f(0) = §, f(0) = @lnz f7(0) = 8 (1001n?2 — 572)
™ i T
y el desarrollo en serie
= (1 (B Dy O [5 g1 s,
5 -|l=——-z O(x?).
nZ:% pnta 1)3,, 2(”"‘@ + 3 p 27T$U +O(2”)

Identidades asociadas a la serie 5

Sea f la funcion definida mediante:

f(z) = Z ;n %[42@ + )+ 5.

A partir del Par 5.1, obtenemos la 1dent1dad
112

- (E+3),
x) :32x§m

y a partir del Par 5.2

16 647 13 12822 i (z+13)
(

f(x):?'cos%rx.(%)?’ 20— 1 4= (20 4+ 1), (5 — 1),

La identidad (2.9) implica la evaluacién

y (2.10) implica las evaluaciones

16 192 16
0) = — '(0) = ——1In2 "(0) = — (1441n*2 — 772
JO) =20 PO ="l2 0) = (12— 7
y el desarrollo en serie
3
<1 (3),. 21 51 1 ,
n+x [ <2~ — | ==_3 O 3'
264””—(1) 8(n+:1:)+16 — = 3ma” + (x7)

n=0

mocostr (3),(3), (1), 2-1&54 @G -9,

39

(2.9)

(2.10)
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Identidades asociadas a la serie 6
Sea f la funcién definida mediante:

f) =3 (-3 (2 +3), (e +5), (+8),

297 @+ 13 [154(n + x) + 15].

n=0

A partir del Par 6.1, obtenemos la identidad

f(z) = 128 ; Ei j: iz)):(gi i g: (2.11)

y a partir del Par 6.2, se sigue

[e.o]

323 51 12 5120 ¢ 1 (v +3), (Bz+3),

r 2 costa (3. (0). ()., 201222 20+ 1), (E 1)’

6

()

(2.12)

A partir de la identidad (2.11) se obtiene el valor

f (%) = 1281n2

y a partir (2.12) obtenemos

2v/2 4 2 2v/2
f(0) = & \f, 1'(0) = 80v2 In2, 1(0) = 322 (2251n°2 — 117%)
s s s
y el desarrollo en serie
0 nomntaz (L 1 S
Z (_1) 27 + (2)n+z (6)n+x (6)n+:p 77\/§(n+x) + 15\/§ _ l . Z’]TZL'Q + 0(173)
— 512n+e (1)3., 32 64 ™ 2

Identidad asociada a la serie 7

Sea f la funcion definida mediante:

PEN R MGas MCas Nihd
n=0

—~
_|_
—_

S~—

Sw

A partir del Par 7, obtenemos

_2v3 o 13 36 Z(3) (x(i)n(:p+§)n @)

=T e (), 0,0, 1 &
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La identidad (2.13) implica la evaluacién

1
r(3)-van
2
y también las siguientes evaluaciones
243 44/3
f(O)ZL—, f’(0)=£(1n3+41n2),
s ™
4
1(0) = \/_ (32In°2+ 210”3 + 16In31In2 — 37%)
y el desarrollo
1 e Gue (3 [4V3 VBl _1 )
n—+x n—+x n—+x Vv - 2 O 3 )
;gn—kx 5., 3 (n+x)+ 5 ——2Imw + O(z?)
Identidad asociada a la serie 8
Sea f la funcién definida mediante:
o~ (D" (w+3), (e+3), (@+])
— n n n 2 .
;24%3” GTIE 28(n + x) + 3]

A partir del Par 8, obtenemos la identidad

_16v3 48" 13 9622 3\" (z+13) (2z+3),
=5 'cosm'@)x(@x(z)ﬁzx—l%(ﬁ RSN

De la identidad (2.14) se deducen los siguientes valores

f(0) = 12‘? f1(0) = 16\/_ —— (In3+12In2),
1"(0) = 16\/_ (1441n°2 + In* 3+ 2410 31n 2 — 977)

y el desarrollo en serie

17, 3
=_ -5 + O(z°).

(n+x)+—

(D" (3) e (e (D [TV 3v/3
248"+w 1 4 16

—0 ( )n-i—;r

n
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2.3. Segundo grupo de identidades

Aplicamos a los pares WZ correspondientes a la seccion 1.3 la estrategia explicada anterior-
mente. Una dificultad con la que nos encontramos consiste en determinar la funcion

o0

S(x) = lim »  Ga(n, k),
n=0

pero, para las identidades de esta seccién, podemos conmutar el limite con la suma lo que nos
permite obtener la funcién S(z).

Identidades asociadas a la serie 9

Sean f y g las funciones definidas mediante:

Z 2211)n 1:12 20(n + z)* + 8(n + ) + 1],

o(z) = Z 2; %[6(71 +a)+1].

A partir del Par 9.1, obtenemos la 1dent1dad

Z —(dn + 2z +1) (2.15)
0 n
y a partir del Par 9.2, obtenemos
2 11 3200 O~ (3)n (2 +8),
Uc _%'COSWJ].W. (z) 2x—1nzzo(x+1)%(§—x)n’ (2.16)

y la identidad (2.16) junto con la identidad (2.4) implica las evaluaciones
8 96 64

F0) = f'(0) =52, f"(0) = o (542 — %)
y el desarrollo en serie
= (-1)" l)5 8
2 n+x
) 22(% E220(n + @) + 8(n +2) + 1] = 5 — da® + O(a?). (2.17)

n=0 n+m
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Identidades asociadas a la serie 10

Sean f y ¢ las funciones definidas mediante

HOEDY 2}1” (e +3), Eii 1; ChiP [120(n + ) + 34(n + x) + 3]
i %) 5[42(n + ) + 5].

A partir del Par 10.1, obtenemos

+1)2(2z+1)2

(4n +4x + 1)

y a partir del Par 10.2, obtenemos

2 1 12 512z (4)?
0= T .0, T T4 GG o,
La identidad (2.18) implica
f Ly 1672
2) 3
y la identidad (2.19) junto con la identidad (2.10) implica
2 12 4
f(0) = 32 £(0) = 5— In 2, f"(0) = % (3841n%2 — 77?)
72 7r

)
71-2

y el desarrollo en serie

00 1)3 1 3
224 o) e (o (4)”+””[120(n+x>2+34(n+x)+3] = %—3293%0(9;3

Identidades asociadas a la serie 11

Sean f y g las funciones definidas mediante

_ i ()" (2 +3), [820(n + )2 + 180(n + ) + 13],

210n (1 4+ 1)3

n=0

) [42(n + x) + 5].

Mg

:c—i—l

43

(2.18)

(2.19)

(2.20)
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A partir del Par 11.1, obtenemos

flo) =128z %(m + 6z +1) (2.21)

y a partir del Par 11.2, obtenemos

0o 3

8 16 12 204823 3 (5+2)
N 2¢ — 1 0(2x+1)%(%—x)n'

x n=

(2.22)

La identidad (2.21) implica la evaluacién [2]:

f (%) — 256¢(3).

La identidad (2.22) junto con la identidad (2.10) implica las evaluaciones

128 2560 2560
f(0)=—, f(0) = —-In2, f7(0) = —=;
T T 3T

y el desarrollo en serie

(60 In?2 — 7T2>

= ()" (5 ) 128 .
Z 200 (1)5,, [820(n + x)° 4+ 180(n + z) + 13] = — - 32022 + O(z?). (2.23)

n=0

2.4. Meétodos experimentales

A continuacién utilizamos algunos métodos experimentales para realizar algunas investiga-
ciones relacionadas con las formulas obtenidas anteriormente.

Observacion 1

Observamos en primer lugar que hemos obtenido la evaluacion en forma cerrada de las
funciones f(x) consideradas en x = 1/2. Esto nos hace pensar que tal vez la evaluacién de
otras funciones f(z) construidas de la misma forma a partir de otras series de Ramanujan
también se puedan evaluar en forma cerrada. Sin embargo como no disponemos de los pares
WZ necesarios para ello, recurrimos al algoritmo PSLQ), y curiosamente conseguimos evaluar
todas las series que nos habiamos propuesto. Como sabemos el método seguido no proporciona
una demostracion por lo que los ejemplos que damos sélo pueden considerarse como conjeturas.

Para las funciones f(x) con f(0) = 1/7, construidas a partir de series de tipo Ramanujan
correspondientes a partes binomiales B,, de las formas

()., (1),  6.6.60, (G).6).6),
SV A SV A SV A
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hemos obtenido los siguientes resultados experimentales:

El valor f(1/2) multiplicado por un adecuado factor algebraico siempre ha sido una com-
binacion de logaritmos para las series alternadas y una combinacion de funciones arcotangente
en el caso de series de términos positivos.

Para las funciones f(x) con f(0) = 1/7%, construidas de la misma forma a partir de las
nuevas series encontradas, correspondientes a partes binomiales que no repiten el factor (1/2),,
hemos llegado a las mismas conclusiones.

En los ejemplos que vienen a continuaciéon conseguimos evaluar, con ayuda del algoritmo
PSLQ, la extensién de algunas series de tipo Ramanujan para el valor z = 1/2. Asi, para la
funcién

IS, (LN e, (G re), (R ),
f(x)—zlnz:()(—l) <8822) 1ok [21460(n + ) + 1123],

el algoritmo encuentra la evaluacién

1
f (5) =n2+10ln3—-61In7.

Obsérvese que 2, 3 y 7 son divisores de 882. Como segundo ejemplo, para la funcion

f(z) = 2\/§n220 (ﬁ)n ), %igg G+ 2)u 000 + 1) + 1103,

encontramos el valor

1 13 2 2
f (§> = ?71' — 16 arctan g — 24 arctan \/?_

Obsérvese que (V2 — 4)(v/2+ i) =3, que (3 —v/24)(3++/2 i) = 11, que 3 y 11 son divisores
de 99 y que los argumentos de (v/2 — i) y (3 — /2 i) son —v/2/2 y —/2/3 respectivamente.
Sea ahora la funcién
VB (N (), (5 +a), (B

f@=32 5

n=0

), [1197(n + x) + 72].

El algoritmo PSLQ) sugiere que

1 27 1 1
V3. f (§> =g 18 arctan 5 9 arctan T

Partiendo ahora de

V3 (1 (b ra) (B4a) (Baa)
f(x):72<§> G+2),G+2),E+2)

(1+2)3

[6(n + x) + 1],
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llegamos a
1 9 2
V3. f (5) =47 9 arctan g

Como ultimo ejemplo, para la funcion

5 o] . 1 n—l—z—s—% ,
f(z) = 5%(—1) (@) B(n,x)[5418(n + x)° + 693(n + ) + 29],
con . ) , ) i
’ (1+2)} ’
s tiene 1 333 243 45
-] =—In2-— —1 — Inb.
f <2> 3 n S n3+ 16 nb

Observacion 2

En segundo lugar observamos que los desarrollos en serie (2.17), (2.23) y (2.20) se pueden
mejorar, como se pone de manifiesto obteniendo los desarrollos correspondientes con coeficientes
numéricos aproximados. De esta forma conjeturamos desarrollos que incluyen un término mas:

1)5
2/ n+zx
5

[20(n+2)* +8(n+x) +1] = % —42® + O(z"),

e
w/—\
[\]
= !
=
8|73
|
—_
S—

128
"2 1820(n + ) + 180(n + x) + 13] = — - 320z 4+ O(z*),

i)n-{-af: (%)n—‘,—aj 2 32 2 4
. [120(n + x)° + 34(n + x) + 3] :P—32$ + O(x?).

Los desarrollos en serie obtenidos en este capitulo inspiran las conjeturas del proximo.



Capitulo 3

(Generacion de series

3.1. Introduccion

La suposiciéon de la veracidad de las conjeturas que vamos a exponer en este capitulo nos
permite generar series para 1/7 y 1/72. Asi, aplicando la primera conjetura (Conjetura 3.1)
obtenemos series de tipo Ramanujan, es decir de la forma

- 1
Z u"z"B(n)(a+bn) = =
n=0
siendo z, a y b numeros algebraicos positivos con z < 1 y B(n) cualquiera de las cuatro
posibilidades citadas en el Capitulo 1. La Conjetura 3.2 se aplica también a las series de tipo
Ramanujan pero ademas a las de tipo Ramanujan-Sato, que son series de misma forma pero
asociadas a algunas sucesiones B(n) especiales de nimeros motivadas por [1], [11] y [26], por
ejemplo a los niimeros de Domb

-0 )G

B(n) = ’n (?)2(nj]>2 (3.2)

a los nimeros de Apéry

a la sucesiéon
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La tltima conjetura (Conjetura 3.3) se aplica a las series del tipo

= 1
Z u"B(n)z"(a + bn + cn?) = 5 (3.5)
n=0

siendo u =10 u = —1, z, a, b y ¢ nimeros algebraicos positivos con z < 1 y B(n) cualquiera

de las 14 posibilidades mostradas en el Capitulo 1.

No hemos encontrado ninguna conjetura similar para el andlogo de Ramanujan-Sato corres-
pondiente a estas series, sin embargo dichas series existen puesto que con el algoritmo PSLQ
hemos encontrado la siguiente

i on Zi 2n — 25\ (25\*36n% + 12n +1 32
n n—j J 210n o2

n=0 j=0

que no ha sido demostrada hasta la fecha. Mejor todavia, W. Zudilin ha demostrado algunas
series asociadas a otros tipos de nimeros en [29] y [30].

Las Conjeturas 3.1 y 3.3 se inspiran en los desarrollos en serie del capitulo anterior y sélo
han sido comprobadas numéricamente. La Conjetura 3.2 se inspira en la Conjetura 3.1 y en
observaciones experimentales adicionales.

3.2. Un método para obtener series de Ramanujan

Comenzamos esta seccion enunciando una conjetura.

Conjetura 3.1 Siu =1 6 u = —1 y existen numeros algebraicos positivos z < 1, a y b para
los cuales
> 1
E u"B(n)z"(a +bn) = — (3.6)
T
n=0

es una serie de Ramanujan entonces se tiene el siguiente desarrollo en serie

Z u"B(n+z)2"[a+b(n + x)] = % -Gt O(z?), (3.7)

n=0
en el cual k = k(a,b, z) es un nimero racional positivo.

Esta conjetura nos lleva al método que a continuacion se describe. En primer lugar definimos
la funcion

R(z) =Y u"B(n+z)z""[a+b(n + x)].

n=0
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La expresién (3.7) implica que
—R//(O)

™

k;:

y podemos asociar este nimero racional rational £ a cada serie de tipo Ramanujan. Por ejemplo,

para las series
i L (6),06), @), (2206v2  52780v2 | _ 1
(1 -

bl

0801 90801 T

(3), (7\/§+ 17\/§n> 1

)
—~ 16" (1) 36 12 T’
= o (3" (5),(6), (B), (15v2  TTV2 ) 1
2(_1) <§) (13 ( 6i 3 ”) T

obtenemos respectivamente k = 56, k = 13/3 y k = 7. Mds atin, vamos a demostrar que u, B(n)
y k determinan todos los parametros de una serie de tipo Ramanujan. Para ello escribimos

Z u"B(n+2)2"™la+bn+ )] =a Z u"B(n+x)2"™ + b Z u"B(n+ x)2"™(n + x)

n=0 n=0 n=0

y definimos las funciones

S(z) = Z u"B(n + x)2""", T(z) = Z u"B(n + x)2""(n + x), (3.8)

de tal forma que se verifica
R(z) = aS(z) + bT'(x).

Entonces, haciendo uso de la Conjetura 3.1 obtenemos el siguiente sistema:

aS(0)+67(0) = 1/n (3.9)

aS’(0)+01"(0) = O. '
Utilizando (3.7) y los valores para a y b obtenidos a partir del sistema (3.9) podemos obtener
una ecuacion

f(z) =k, siendo f(z) = —a5"(0) + _bTH(O). (3.10)

™ ™

que relaciona z y k para cada parte binomial B(n) y u = 1 6 u = —1. Mediante experimentacién
numérica hemos descubierto un algoritmo para resolver la ecuacién (3.10): en primer lugar
conseguimos una buena primera aproximacién z; de z si en vez de S(x) y T'(x) resolvemos
la ecuacién (3.10) usando las funciones B(x)z® y B(x)z"z obtenidas al tomar solamente los
términos correspondientes a n = 0 en (3.8). Se tiene de este modo una ecuacién de segundo
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grado en la variable In(z) una de cuyas soluciones z; no es valida por ser mayor que la unidad.
La otra solucién la obtenemos mas adelante a partir de una férmula simplificada y es (3.21).

Seguidamente usamos la formula
Inz, Inz,

kn ko7
obtenida considerando una relacion lineal entre k£ y In z. Ahora, para obtener mejores aproxi-
maciones de z podemos usar la recurrencia

kn = f(zn), Zngy = 2%/ Fn, (3.11)

Lo que nos interesa finalmente es reconocer el valor algebraico de z cuando k es un ntimero
racional. Asi que, después de encontrar la aproximacién numérica de z, intentamos reconocer
su expresion algebraica. Las funciones identify [8] y minpoly, implementadas en Maple 9, son
adecuadas para este propdsito. Una vez hallado el valor de z, el sistema (3.9) nos permite
obtener aproximaciones numéricas de a y b, y de nuevo tenemos que reconocer de qué niimeros
algebraicos se trata. A continuaciéon damos un ejemplo del procedimiento.

Tomemos (1) (1) (3)
u=1,B(n) =2 ”(‘i)g 1n,
Sustituyendo k& = 4 en (3.10) y haciendo uso de la recurrencia (3.11) con el valor inicial,
(obtenido como hemos explicado anteriormente)
2 = 256 ¢ ™V,

obtenemos la siguiente sucesién de aproximaciones:

T T
1 ]| 0.1164700015 | 3.923087536 || 6 | 0.1111111692 | 3.999999144
2 || 0.1116624439 | 3.991903391 || 7 | 0.1111111169 | 3.999999913
31 0.1111670393 | 3.999176679 || 8 || 0.1111111117 | 3.999999991
4 1 0.1111167760 | 3.999916585 || 9 | 0.1111111111 | 3.999999999
51 0.1111116848 | 3.999991552 || 10 || 0.1111111111 | 3.999999999
Facilmente reconocemos que
1
z=0,1111111111--- = g

Sustituyendo este valor en (3.9), obtenemos

y la funcién identify [8] de Maple 9, identifica estas constantes como

1
y b= -3,

a = 4,618802153517,

8
=2V3
a 3\/_,

y

3

b= 0,577350269189
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ol

En los ejemplos que vamos a dar usamos la funcién identify para reconocer las constantes: Asi,

si tomamos

entonces para k = 4, obtenemos

1
z=9—4v5, a=; 10v5 — 22, and b= 1/20v5 — 40.

Si tomamos

entonces para k = 5, obtenemos
5
2 =17—12V/2, a:2\/§—§, and b= 6v2—6.

Para las series alternadas asociadas a k = 15, correspondientes a las partes binomiales
_ 6.6), (@), ~ 6.6),®),
P="ar P

obtenemos respectivamente los siguientes pardmetros

1 25 57
2= g = 7Ve b= 3VE

1 13 95
b —

= 3m1 YT 1Yl b gvT

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

Como ultimo ejemplo mostramos las series de términos positivos correspondientes a k = 8:

i %3; (97 — 56v/3)" <\/78\/§ — 135+ 6\/14\/5 —24- n) = %

5= G, (35 (3), (L) (& N Mn) _L

n=0

81 9 9 T

1
’ﬂ"

(2), (13v7—34\" [TVT—10 13V7-7 \
oy T 9 T

25 25 P

@L(ﬁ)"&%ﬁ+ﬂ%§0 1
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Las soluciones en forma explicita de (3.9) son

1 7'(0) 1 —5'(0)
_ — - .1
T S(0)T7(0) — S"(0)T(0)’ b m S(0)1"(0) — S"(0)T(0) (3.17)
y sustituyendo estos valores en (3.10) obtenemos
S”(0) + kn2S(0)  T"(0) + kw?T(0)
- (3.18)
5'(0) 1'(0)
Ahora definimos el nimero N como
1" 2 2
N o S"(0) 4+ km=S(0) (3.19)

—275'(0)

Experimentacion numérica revela que N y k guardan una sencilla relaciéon que sélo depende de
la parte binomial B(n). Lo mostramos en la tabla siguiente

N=k+1| N=k+2 | N=k+4 | N=k+ 3

A partir de los valores que se obtienen para N, conjeturamos que este ntimero es el que, en la
teoria de funciones modulares elipticas aplicada a las series de Ramanujan [7], [10], se utiliza
como como un parametro para obtener las funciones z = z(N), a = a(N) y b = b(N).

Los calculos que vamos a realizar a continuacién nos van a conducir a una ecuacién mas
sencilla para obtener la solucién de z. En efecto, a partir de (3.18) y (3.19), obtenemos el
siguiente sistema

S"(0) + kr2S(0) = —2mv/NS'(0)
{ T"(0) + kx®T(0) = —27v/NT'(0).

Derivando la primera ecuacién con respecto a z y simplificando usando la segunda ecuacion,
obtenemos

dk 1 dN

pero en los cuatro casos que relacionan N y k, tenemos

AN _
dz  dz’
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de donde se sigue

5'(0) = —mV/N 5(0). (3.20)

En lugar de (3.10) podemos usar esta ecuacién mas sencilla, (no involucra derivadas segundas),
para obtener el valor de z correspondiente a una elecciéon de u, B(n) y N. Para obtener una
primera aproximacién de z, definimos la suma parcial S;(z) de S(z)

J
S;(z) = Z u"B(n+ x)2"",

n=0

y resolvemos la ecuacion

S4(0) = =7 VN S,(0),

cuya solucién es

2 = Me™VN (3.21)

Y

siendo M los valores indicados en la tabla

Se tienen asi cada vez mejores aproximaciones de z por medio de la recurrencia (3.11), o bien
usando la recurrencia sugerida por (3.21):

No=f(z), =M <—

siendo f(z) la funcién

S'(0) 17

z) = N, siendo z) = .

e e

Esto nos lleva a enunciar una conjetura que creemos que es valida no solo para las series tipo

de Ramanujan para 1/7 sino también para cualquier serie de Ramanujan-Sato para 1/7. Por

este motivo posponemos su enunciado para la seccion correspondiente a esta clase de series mas
general.
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3.3. Un método para obtener series de Ramanujan-Sato

Para las series de Ramanujan para 1/7 y también para las de Ramanujan-Sato si llamamos
B(n+z) alas funciones obtenidas reemplazando n por n+x excepto en los simbolos sumatorios
enunciamos la siguiente conjetura

Conjetura 3.2 Para algunos nimeros racionales N, la solucion z de la ecuacion

f(z) =N, siendo  f()= {_i éo()())r

y los valores de a y b obtenidos sustituyendo dicho valor de z en las expresiones

7'(0) —5(0)
S(0)1"(0) — S"(0)T'(0)" S(0)1"(0) — S"(0)T'(0)"

son numeros algebraicos positivos que sirven de pardmetros para formar una serie del tipo

1 1
a=— b= —
7r 7r

Z u"z"B(n)(a+bn) = —

™

A continuacion damos las series encontradas aplicando dicha conjetura para N =3 con u =1
y los nimeros en (3.3), para N = 38/5 con u = 1 y los ntimeros en (3.4) y para N = 17/5 con
u = —1 y los nimeros en (3.4):

SEC)C ( (5%)-2

n=0 j=0
i": - 47\/_ 102\/_ 1
- ] 762” 1444 361 p

n=0 j=
y
i” \/_ 68v/5 1
n|=-—.
j 182” 27 81 T
n=0 j=0

Series para 1/m asociadas a los nimeros de Domb (3.1) y a los nimeros de Apery (3.2) han
sido estudiadas y demostradas en [10] y [23], respectivamente. Y. Yang ha demostrado las
evaluaciones de algunas series para 1/ asociadas a los nimeros (3.4).
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3.4. Un método para obtener series para 1/7°

Comenzamos esta seccién enunciando una conjetura.

Conjetura 3.3 Siu =1 6 u= —1 y existen numeros algebraicos positivos z < 1, a, b y ¢ para
los cuales
= 1
E u"B(n)z"(a+bn +cn?) = =, (3.22)
s
n=0

es una serie de tipo Ramanujan para 1/m* entonces se tiene el siguiente desarrollo en serie

3 u"B(n 4+ 2)2" a4+ b(n +2) +c(n +2)?] = 1 EQZQ +O(z). (3.23)
w2 2

n=0
en el cual k = k(z,a,b,c) es un nimero racional positivo.

Esta conjetura nos lleva al método que a continuacién se describe. En primer lugar definimos
la funcion

R(x) = Z u"B(n +2)2"[a + b(n + x) + c¢(n + x).
n=0
La expresion (3.23) implica que
k= —R"(0),

por lo que podemos asociar este nimero racional positivo k a cada serie de la forma (3.5). Més
aun, vamos a demostrar que u, B(n) y k determinan todos los pardmetros de esta clase de
series. Para ello escribimos

Z u"B(n + 1)2"[a +b(n + z) + c(n + x)?

n=0

- az u"B(n+ x)2" + bz u"B(n+x)2"™(n+x) + CZ u"B(n + 1)2"(n + 1)?,

n=0 n=0 n=0
y definimos las funciones

S() = Yo uBln+2):",

n=0

T(x) = Z u"B(n + 1)2"""(n + x), Ux) = Z u"B(n + x)2""(n + 1)?,

de forma que se tiene

R(x) = aS(z) + 0T (z) + cU(x).
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A partir de (3.23) podemos plantear el siguiente sistema:

aS(0) + bT(0) + cU(0) 1/7?
aS'(0) + BT (0) + U (0) 0 (3.24)
aS"(0) + bT"(0) + cU"(0) = 0.

Usando (3.23) y los valores para a, b y ¢ hallados a partir del sistema (3.24), obtenemos una
ecuacion

siendo

f(z) =k,

que relaciona z con k para cada parte binomial B(n) y v = 1 o u = —1. La ecuacién (3.25)
se puede resolver del mismo modo que (3.10), pero esta vez la primera aproximacion In z; para
el In z es una solucién de una ecuacion de tercer grado. La recurrencia (3.11) se puede usar de
nuevo para obtener z numéricamente cuando seleccionamos un valor de k. Lo que nos interesa
en definitiva es reconocer z cuando k es un numero racional. Asi que, después de encontrar la
aproximacién numeérica de z, intentamos identificar su expresion algebraica. Una vez averiguado
el valor de z, el sistema (3.24) nos permite obtener los valores de a y b, y de nuevo debemos
intentar reconocer estos nimeros. Para explicar el procedimiento consideramos el caso siguiente:

(3),
(07

Para resolver la ecuacién (3.25) consideramos como valor inicial 21, la tinica solucién més
pequena que la unidad de la ecuacion de tercer grado en In z (obtenida en la forma explicada
anteriormente)

£(2) = —aS"(0) — bT"(0) — cU"(0), (3.25)

B(n) =

u=—1,

In® 2z — 30In21n® z + (3001n*2 — 207?) In 2 + [2007? In 2 — 1000 1n* 2 — 60¢(3)] = 0.

Usando la recurrencia (3.11), obtenemos la siguiente sucesién de aproximaciones cada vez me-
jores

|

on I on [ K]

© 0~ O Utk W3

0.000976266984418
0.000976645321010
0.000976539294280
0.000976569002482
0.000976560677972
0.000976563010544
0.000976562356942
0.000976562540086
0.000976562488768

5.00027949591
4.99992168497
5.00002194447
4.99999385104
5.00000172298
4.99999951721
5.00000013528
4.99999996209
5.00000001062

10
11
12
13
14
15
16
17
18

0.000976562503147
0.000976562499118
0.000976562500247
0.000976562499931
0.000976562500019
0.000976562499995
0.000976562500002
0.000976562500000
0.000976562500000

4.99999999702
5.00000000083
4.99999999977
5.00000000007
4.99999999998
5.00000000001
5.00000000000
5.00000000000
5.00000000000
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Reconocemos que

— 25 —
z = 0,0009765625 = 104"

Sustituyendo este valor en (3.24), hallamos
a = 0,101562500000, b = 1,406250000000, and ¢ = 6,406250000000.

Reconocemos que

13, 180 : 820
= — = — n e —
“= 128’ 128" ¢ T 1oy

que es precisamente una de las series para 1/7? demostradas en el Capitulo 1:

< (—1) )5 128
Z 210n (820n° + 180n +13) = —-.

Las otras dos series demostradas en dicho capitulo

5

- (1" (5 (3, (). 6), 32
Z o n's " (2012 + 8n + 1) F y ZW 0 “(1200° + 34n + 3) = =

n=0

corresponden a los valores k = 1 y k = 2 respectivamente.
A continuacion exponemos las otras series encontradas al realizar una busqueda con los
valores k =1,2,3,...,50:

Con k=3 > (—1) (1) (1) (3) (1) (2)
— ! 5 n Z n Z n § n § n 2 _ g
; YD (2520° + 630 +5) = —.
Conk="7
= (D" (3), (1), (1), (8), (B), 2561/3
HZ:; o n(1640n2 + 278n 4 15) = o
Con k=28 o ) , . .
Z (3), (8)., (é)ffn(g) (%), 2 (1920n% + 304n + 15) — 56\2/7‘
— n!>T T
Con k=15

S 0 (3, (4, (), (B B 5, 1255

(5418n% + 693n + 29) = ~—
m

Estas siete series para 1/m? ya habfan sido encontradas en el Capitulo 1 utilizando el algoritmo
PSLQ. Nos parece sorprendente que con el nuevo método, basado en la Conjetura 3.3, no
hayamos sido capaces de identificar ninguna serie no encontrada ya en dicho capitulo.
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3.5. El coeficiente del término siguiente

En algunos casos hemos sido también capaces de identificar el coeficiente del siguiente
término en el desarrollo de la serie de tipo Ramanujan para 1/7 extendida con la variable x,
con ayuda de la funcion

(z) 2. sennz
o2\ :Z 3
n=1 n

que se relaciona con la funcion dilogaritmica
(o)

LIQ(Z) = ﬁ’

n=1

Zn

por medio de .
oo(r) = S(Liy(e™)).

En los ejemplos que vamos a dar usamos la siguiente notacion
_6).6),6), (), G, (), ). G), By
P=TEG T BT B E T

Caso 1: Cuando z, a y b son racionales encontramos que el coeficiente del término siguiente es
un multiplo racional de la constante de Catalan G = o9(7/2). Dos ejemplos son

—~Bi(n+x)[5 42 1 ) 5 A
ngo o1 [_16 + —16(n + x)] == 3rx” + 64Gx° + O(x"),
ZOO W Baln+1) [23 65 1 Un, , \

Caso 2: Si z, av/3 y bv/3 son racionales encontramos que el coeficiente del término siguiente
es un multiplo racional de la constante A = o5(7/3). Damos dos ejemplos:

>\ Ba(n+z) [59v3 12043 1 ) 5 .
> == 120A

2 E—r 10 + 10 (n+ ) - 8nx® + 1204z + O(z%),
s Bs(n+2z) |7V/3  17V3 1 137 , 5 .
;}( ) = 26 + D (n+ x) - 2 +20Ax° + O(z%)

Caso 3: Cuando z, av/2 y bv/2 son racionales encontramos que el coeficiente del siguiente
término es un multiplo racional de la constante B = o9(7/4) — G/4. Dos ejemplos son

> . Bi(n+ ) V2 3V2 1 3
Z(—l) 187LT T -+ T(?’L + %’) = ; — ?.CEQ + SQB.CES + 0(1’4),
n=0




3.5. EL COEFICIENTE DEL TERMINO SIGUIENTE 59

"N By(n+x) [2206v2  52780v/2 1 ) 5 .
=~ 28 1920Bz® + O(z%).
; 0QinT iz 9301 + 9301 (n+x) - mx® 4+ 1920Bz” + O(z")

En general si tenemos dos series de Ramanujan con pardmetros z, a, by 2/, a’ y V', tales que z/2/,
a/a’ y b/b son nimeros racionales, entonces descubrimos mediante experimentacién numérica
que también lo es el cociente de los coeficientes correspondientes a los términos de tercer orden.

Para todas las series encontradas de tipo Ramanujan para 1/72 hemos sido también capaces
de identificar el siguiente término en el desarrollo de la serie extendida con x, en este caso como
un miltiplo racional de la constante 72. Algunos ejemplos son

yo (3) e (é o)+ 2t m?) = 55— 5+ a + 0(e%),

%) 1\°
—1" (5 1 4 2 1 2
> = (i)nﬂ ( > 4 5(n+m)+ﬁ(n+m)2) :__g$2+ﬂx4+0<$5)a

£ 2100me) (1)5,, \128 ' 32 32 72 24
= Bi(n+x) (5 21 21 ) 1 3, 1577% , 5
—)ne S — == —= O
n:()( ) A5+ (48+16(n+:c)+ 4(n+x) = 5% sr LT (z°),
> By(n+x) (157 387 240/7 )\ 1 , 12472 5

donde Bj(n+z) y By(n+z) se obtienen reemplazando n con n+z en las expresiones binomiales:

Bl(n):(%)n(%)nggg(%)n(%)n . Bz(n):(%)n(%)ngg(%)n(é)n.







Capitulo 4

Familias de series

4.1. Introduccidon

La sucesién de numeros enteros

(), (4.1)

satisface la siguiente recurrencia
3 3 _
n°B, —8(2n —1)°B,_1 = 0.

Otras sucesiones de nimeros enteros que satisfacen una recurrencia de primer orden cuyos
coeficientes son polinomios de tercer grado:

B, = =2 R (4.2)
! (2). (5). (8)
(6”)' 6na3n % n % n % n

B = Gyns = 23" D (4.4)

satisfacen las recurrencias
nB, —8(2n — 1)(4n — 3)(4n — 1)B,,_; = 0,
n*B, —6(2n —1)(3n —2)(3n — 1)B,_; =0

61
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n*B, — 24(2n — 1)(6n — 5)(6n — 1)B,,_; = 0,

respectivamente. Ejemplos de sucesiones de enteros que satisfacen una recurrencia de segundo
orden con polinomios de tercer grado como coeficientes [1] son: la sucesién de los nimeros de

Domb [10]
n 2 . .
2 2n — 2
B3 () ()(Y) »
‘= \i/) \i/J\n—-j
que satisface
n’B, —2(2n — 1)(5n* — 5n + 2) B, + 64(n — 1)*B,,_» = 0, (4.6)

la sucesion de los nimeros de Apery
n 2 N 2
B, = (n) <n I ) (4.7)
— \ j j

n’B, — (2n —3)(17Tn* — 17n 4+ 5)B,_1 + (n — 1)’ B, = 0,

que satisface

asi como las sucesiones

B, = zn: (?)4 (4.8)

[n/3] ‘ .
|
B neai(M) [Nt (35)!
Bi=23 (3j) ( i) 4
Jj=0
que satisfacen recurrencias similares. Nuestro interés en las sucesiones de enteros B,,, que satis-

facen una recurrencia con polinomios de tercer grado como coeficientes, proviene del hecho de
que para algunas de ellas [1] existen nimeros algebraicos —1 < z < 1, a > 0y b > 0 tales que

G 1

E B,z"(a+bn) = —. (4.10)
T

n=0

En este capitulo estamos considerando wz como una tunica variable z con —1 < z < 1. Los
nimeros (4.1), (4.2), (4.3) y (4.4) son precisamente los correspondientes a las series de Rama-
nujan (obsérvese que se modifica la variable z de la serie). Los nimeros (3.1), (3.2), (4.8) y
(4.9) corresponden a series de Ramanujan-Sato. Otros nimeros [1], asociados también a series
de Ramanujan-Sato se usaran en los ejemplos de la seccién 4.3.
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A cada sucesién B,, asociamos una sucesiéon D,,, que llamaremos sucesion derivada de B,

definida mediante
dB,,

dn’

donde d/dn significa que diferenciamos respecto de n como si se tratase de una variable continua.
A partir de la recurrencia de B, podemos obtener otra para D,. Por ejemplo, la recurrencia
(4.6) para los nimeros de Domb (3.1) puede ser escrita en la forma

(n—1)°

D, =B =

(2n —1)(5n2 — 5n + 2)
TL3

B, =2 B,_1 —64 B, o

y diferenciando respecto de n, como si n fuera una variable continua, obtenemos

2n — 1)(5n* — 5 2 —1)3
Dn:2( n )( n3 TL+ )Dn_1_64an_2+
n n
2 2 _12
L ey ST Ut s S
n n

A partir de las condiciones iniciales By = 1y Dy = 0, obtenemos
By =4By+0B_1 =4, Dy =4Dy+0D_1+6By+0B_1 =6 (4.11)

y con estos valores y usando las recurrencias, determinamos By, B3, ... y Do, D3, .. ..

4.2. Foérmulas y conjeturas

En esta seccion damos un método y dos conjeturas que nos permitiran obtener féormulas
explicitas para los parametros correspondientes a familias de series de Ramanujan-Sato para
1/m. Estas férmulas involucran la funcién n de Dedekind

n(g) = ¢/ J](1 - ¢,
n=0
o bien las funciones 6 de Jacobi
n=oo ) n=oo n=oo
ba(q) = > " i) = > ¢, (g = Y (-1)"g"

En los desarrollos que siguen supondremos la veracidad de la Conjetura 3.2. En dicho
capitulo habiamos definido las funciones

S(z) = Z u"B(n + x)2""", T(z) = Z u"B(n + x)2"""(n + x).

n=0 n=0
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Ahora efectuamos el siguiente cambio de notacién, en el cual como ya no aparece la variable
x vamos a hacer explicita la dependencia respecto de la variable z que es lo que ahora nos
interesa:

S(0) = S(2),  8(0) =V(z).

Es evidente que con esta notacion se tiene que
S(z) =) B.2" (4.12)
n=0

y resulta sencillo comprobar que

y también que

La ecuacion del capitulo anterior:
5'(0) = —7V'N 5(0),
se convierte con el cambio de notacién en
V(z) = =7V N S(z). (4.13)
Motivados por la teoria de las funciones modulares introducimos ahora la variable
g=e"N, (4.14)

Definimos la nueva funcién W (z) en la forma

W(z) = - 2" = E D,z"

que se relaciona con V(z) mediante

= d
V(z) = nzzo T-(Bn2") = W(2) + In(2)S(2).
y obtenemos la siguiente ecuacién que relaciona z y ¢

q = zexp Ig/((zz)) (4.15)
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Si escribimos z como una serie de potencias de ¢
2= o1q+ asq® + asg® + augt + - . (4.16)

entonces, los coeficientes vienen dados por

, 2
a;p = lim—,
z—0(q
, & 01q
as = lim SR
=0 q ) (4.17)
, R g — g
a3 = lim )
z—0 q3
Del mismo modo, si escribimos S como una serie de potencias de ¢
S=1+B1q+ g’ + Bs¢® + Bug* + -, (4.18)
los coeficientes vienen dados por
S—1
pro= lim—ro,
S—1-
B = h'm—251q>
z—=0 q ) (4.19)
Y S —1— g — Paq
B3 = lim
z—0 q3
En el capitulo anterior hemos obtenido el sistema
aS0)+07T(0) = 1/m
aS'(0) +7"(0) = 0.
que con el cambio de notacion que hemos realizado se convierte en
ds 1
aS+bz— = —
dz 7
(4.20)
av
aV+bz— = 0.
dz

A partir de (4.13) y de la segunda ecuacién de (4.20), obtenemos

a(lng)S + bzdiz [(Ing)S] = 0. (4.21)
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y usando (4.21), encontramos

a(lng)S + bz . 7

1 /dz\"" ds
: (d_) 54 (lnq)—] 0. (4.92)

A partir de (4.22) y de la primera ecuacién de (4.20) obtenemos la siguiente férmula que nos
permite determinar el parametro b

b q dz
—_— = 4.23
VN zSdg ( )

Usando la primera ecuacién en (4.20), obtenemos la siguiente férmula para el pardmetro a

Lo L1 S\ _ 111, dS (dz\"
S\« dz) S|« dg \ dg ’
que, con ayuda de (4.23), nos da

(4.24)

que nos permite determinar el pardametro a.

Conjetura 4.1 Los coeficientes de (4.16) y (4.18), dados por (4.17) y (4.19), son todos nime-
ros enteros y z y S son el producto de un mimero finito de funciones 1n(q), n(¢*), n(¢®), ---,
siendo 1 la funcion de Dedekind definida por:

[e.9]

n(g) = ¢/ T - ¢™™).

n=0

Ademds, para algunos valores racionales de N, z es un niumero algebraico.

Conjetura 4.2 Sustituyendo los valores de z y S en (4.23) y (4.24) obtenemos valores para a
y b tales que se cumple la identidad siguiente

- 1

E B,z"(a +bn) = —. (4.25)
7r

n=0

Ademds, para los valores racionales de N para los cuales z es un numero algebraico, los
parametros a y b son también numeros algebraicos.
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4.3. Ejemplos

Mediante las conjeturas que acabamos de enunciar vamos a obtener ejemplos de familias de
Ramanujan-Sato.

Ejemplo 4.1 Consideramos la sucesién de ntimeros:

25\ % (2n — 25\ ?
£ (Y ()
=0 \J n=J
Los nuimeros B,, se obtienen de forma recursiva a partir de la condicién inicial By = 1 y de la
ecuacion recurrente

2n —1)(2n? — 2 1 —1)3
RV (Cl e TR PN U
n n

B, = 8( B, .

Aunque se trata de una recurrencia de segundo orden, podemos obtener B; como en (4.11). La
sucesion derivada D,, satisface la condicion inicial Dy = 0 y la recurrencia

2n —1)(2n2 — 2 + 1 —1)?
p, =gl @ m2t )y sV Ly
n n
6n? —8n+3 (n—1)2
8Byt — 168 B,

y de nuevo, obtenemos D; como en (4.11). Siguiendo el método descrito en la seccién 4.2,
obtenemos

2 =q — 8¢* + 44¢° — 192¢* + 718¢° — 24004° + 7352¢7 — 20992¢% + - - - |

S =1+ 8¢+ 24¢> + 32¢° + 24¢* + 48¢° + 96¢° + 64¢" + 28¢° + - - - .
Estos desarrollos corresponden a las funciones [24, A005798 y A000118]

_ 0(e) _ N(e)?
-~ 1603(q) 16 7 (4.26)

S = 03(q), (4.27)

siendo #(q) y 05(q) funciones theta de Jacobiy A*(¢) la funcién eliptica médulo lambda, definida
por
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Sustituyendo en (4.12) los valores dados en (4.26) y (4.27), obtenemos la férmula
N 03(a) \"
03(q) = Bn< 2 ) )
0 =25 fagg(

Sustituyendo (4.26) y (4.27) en (4.23) y desarrollando en serie de potencias de ¢, obtenemos

b
—— =1 —16q + 128¢* — 704¢° + 3072¢" — 11488¢° + 38400¢° — - - - .
JN q q q q q q
que corresponde a la funcién [24, A128692]
b 03(q) 0i(q)
_:1_2 :1_)\*q2:4 . 4.28
VA T e TN g 2
Sustituyendo (4.27) en (4.24), obtenemos
l —4\/Nq 1 dbs(q)
o Os(q) dq _ w2
@ = 7 = a(=q)[1 = X (q)7], (4.29)
05(q)

donde a(q) es la funcién eliptica alpha, definida por

1 1 dfs(q)
» P VN
! 63(q)

Sustituyendo en (4.25) los valores de los pardmetros dados en (4.26), (4.28) y (4.29), obtenemos
la siguiente formula

1 o (M@

— =1 - X(q)? B, | —— — N

=N B (M) [otm v
dondeq:e_’”/ﬁéq:—e_”\/ﬁ.

Ejemplo 4.2 Consideramos los nimeros definidos por la recurrencia By =1y

2n — 1)(3n? — 1 —1)°
B, :4( n )(3n3 3n + )Bnq B 16(n : ) B .
n n
Los numeros derivados D,, satisfacen la recursién Dy =0y
2n —1)(3n? — 3 1 -1)3
D, == VB =3t )y gy
n n
2 _ 1 -1 2
PRk 5 ST Gl o

nt nt
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Siguiendo el método descrito en la seccion 4.2, obtenemos

2 =q— 8¢ + 28¢% — 64¢" + 142¢° — 352¢° + 792¢" — 1536¢° + 2917¢° — 5744¢"° + - - -

S =144q+ 8¢ + 16¢° + 24¢" + 24q¢° + 32¢° + 32¢" + 24¢° + 52¢° +48¢"° - - - .
El anterior desarrollo corresponde a la funcién [24, A097057]

S = 03(9)03(¢*). (4.30)
Usando el paquete para Maple g-series [14], concretamente las funciones prodmake y etamake,
encontramos que
/11— q2n+1 8 qg q 8
c=q[] (—8n+4 | 2) i 4) . (4.31)
So\l—q n(q?) n(q*)

A partir de las identidades [14]

D
[N}
—~
™)
~—
I
[\

(4.32)

S

w

~—

<

=
Il

podemos obtener
1 1/6
o) = | goutapio)] (4.39

que permiten convertir férmulas que usan la funcién n de Dedekind en férmulas que utilizan
las funciones de Jacobi 0y, 03 y 4. A partir de (4.31) y utilizando (4.33), podemos expresar z
por medio de funciones #. Una férmula més simplificada es

- {92(612) 04(q) r, (4.34)

02(q) 04(q?)

que se puede obtener usando la primera y la tercera de las identidades (4.32). Sustituyendo
(4.30) v (4.34) en (4.12), obtenemos la férmula

= 92((]2) 04(q) " 2 2/ 2
%Bn [92((1) 94(q2)} = 03(q)05(q°).
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Tomando el logaritmo de (4.31) y derivando respecto de g, obtenemos

qu 2n+ 1)q2n+1 ©© (8n+4)q8n+4
qu—1+82T—SZw- (4.35)
n=0

A partir de la férmula (3.2.24) de [7] y de las identidades 6,(—q) = 03(q) y 03(—q) = —03(q),

obtenemos
2n—+1

(2n+ 1)q
04(q) + 02(q _1+24Z e

que nos permite escribir (4.35) usando las fun(nones 6 de Jacobi:

qdz _ 4603(¢") +405(q") — 05(q) — 03(q)

= . 4.
z dq 3 (4.36)
Sustituyendo (4.30) y (4.36) en (4.23), se tiene
b 405(q") +403(¢*) — 03(q) — 05(a) (4.37)
VN 303(4)03(¢%)
Sustituyendo (4.30) en (4.24), se sigue
1 db 1 dos(¢*
_Q\WQ(Q( ) ;(Q)+9( . :;(CJ))
o 5(q) dg @) dq ) (4.38)

03(0)03(¢%)

Sustituyendo en (4.25) los valores de los pardmetros z, by a dados por (4.34), (4.37) y (4.38),
obtenemos una familia de series para 1/7.

Ejemplo 4.3 Consideramos los nimeros definidos en forma recursiva mediante By =1y

— 2 _ _
(2n 1)(3n3 3n+1) B+ 27(n 1)3
n n?

Bn =3 Bn72'

Los numeros derivados D,, satisfacen la recurrencia Dy =0y

(2n —1)(3n% — 3n. 4 1)

D, =3 g

n—1)3
Dy + 27(71—3)Dn—2+

On? — 10n + 3 1)
I 1t 3, )
n n

B, .

Siguiendo el método de la seccién 4.2, obtenemos

z = q—06¢+9¢° +22¢* — 102¢° + 108¢° + 221¢" — 8584 + 810¢°+
1476¢" — 5262¢™ + 4572¢'2 + 7802¢" — 26112¢™* + 21519¢"° + - - -
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S =1+3q+9¢* +12¢° + 21¢* + 18¢° + 36¢° + 24¢" + 45¢® + 12¢° + - - -

Usando el paquete para Maple ¢-series [14], concretamente las funciones prodmake y etamake,
encontramos que

_ 1—q"+1 (1 =g )° _ [n(a) n(¢°)]"
= qH 3n+3) 2 o { 772(q3) } (4-39)
i M ) (¢°)
1_q3n+3 10 B nlO q3
- Ha=mpa=gmp = ey Ao

Las expresiones de z y S nos permiten escribir la formula
00 6n
S B {n(q) n(qg)} _ 1)
— (%) n*(q) 1*(¢°)
Y sustituyendo en

ZB

los valores de z y S dados en (4.39) y (4.40), obtenemos otra familia de series para 1/7.

_1
m

1 1 ¢V/NdS Q\/_dz
T s dq )" zS dq

Ejemplo 4.4 Parece ser que la Conjetura 4.1 (pero no la Conjetura 4.2) es también cierta
cuando consideramos ciertas sucesiones de enteros que satisfacen recurrencias cuyos coeficientes
son polinomios de segundo grado [1]. Como ejemplo consideramos la sucesién de enteros [1]

n=3 (D))

Esta sucesion satisface la recurrencia By =1y

4(3n% — 3n + 1)

n2

32(n —1)2

n2

B, = Bn_1 — By, _».

Los nimeros derivados D,, satisfacen la ecuacion recursiva Dy = 0y

4(3n — 2 64(n —1
p, =22y W -lp
n n
2 _1)\2
4(3n 23n + 1)Dn,1 _32(n : 1) D,
n n
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Siguiendo el procedimiento explicado, obtenemos

2z =q—4¢* +12¢> — 32¢* + 78¢° — 176¢° + 376¢" — 768¢® + 1509¢° — 2872¢"° + - -

S=1+4g+4¢ +4¢" +8¢° +4¢° +4¢° + 8¢ + - - - .
Los desarrollos anteriores corresponden a las funciones [24, A107035 y A004018]

T {ff;’ffr [‘nzéq—Q;)] - Ze((fq;

S =03(q),

lo que nos permite escribir la férmula

> i) %0
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